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1. PROPRIETATILE FLUIDKLOR

Fluidele reprezinta stari de agregare ale materiei st cuprind lichidele si gasele,
Lichidele nu au forma proprie dar au volum propriu iar gazcle nu au nici forma nici volum
propriu. Simpla observalic arata cd fluidele se dilerengiaza net de solide prin accea ca
“curg”. pot [i comprimate foarte mult (gazele) sau foarte putin (lichidele).Dar chiar i intre
fluide apar difcrente importante: apa “cnrge mai usor™ decat uleiul. Fluidele se diferentiaza
deci prin valorile unor parametri macroscopici ce caracterizeaza raspunsul lor la diferite

solicitdn.
1.1 Compresibilitatea fluidelor

Supusi «actiunii unor forte exterioare, 0 masid constanta de fluid isi modifica
volumul st implicit densitatea. Fie 5 volumul inijial al luidului $i A} variatia acestuia cand
presiunea variaza cu Ap. Raportul & =AV/T) se numeste deformafie volumicd specificd iar
relafia empirica

p = f(&) este relatia constitutiva a fluidului respectiv.
Panta relatiei constitutive cste moddului de compresibilitare K iar inversul

acesteia reprezinia compresibilitatea [ a {luidulut respectiv. Aven:

dp dp
K(r)==aF == 0 (1.2)
%
respectiv:
l
p=-= (1.3)
K(p)

Semnul - din relafia (1.2) aratd cd volumul scade pe masuri ce presiunca cregte.

//7 /]

N

N

s

T

Vo Vy= AV

HAASIIAAIS,

SN/ IAAH,

NMUININARNR

av
é:T/T

Fieura 1.1: Curba caracteristicd si coeficientul de compresibilitate al fluidelor.
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Legea constitutiva poate fi exprimati si in functic de densitate. Iie o densititea
mifiald si dp vanagia densirdtii corespunzitoare variag-ci dV a volumului. Masa fiind
constanta avem:

Vo = p(Vo 1 dV) (1.4)

dpyp = -dV. Va (1.5

unde am notat cu p densitatea fluicului corespunzitor volumului Vo 1 dV. Introducand
relafia (1.5) in (1.2) si respectiv (1.3) objinem:

_ dp dp
V Iy
$i respectiv:
l dp
p ! (1.7)

k()

Observalii:

1” Din relatitle (1.2) si (1.6) se observa ¢i modulul de com resibilitare ore
dimensiuni de presiunc astfel incat in S.1. unitatca de masura este Pa., iar a
compresibilitdtii este - conform cu cenatia (1.3) sau (1.7) ra’.

2" Semnul - din relaia (1.2) indici micsorarca volumului lichidului odata cu
cresterea presiunii. Deoarece densitatea creste cu presiunca semnul - nu mai apare in
relatile (1.6) $1 (1.7).

Accasta se tracuce prin panta negativa in cazul cind relatia constitutivi este
exprimatd in functic de volume si respectiv prin pante pozitive atunci cind variabila
independenti a relafici constitutive este densitatca (Figural . 1).

in general legea constitutiva cste nelineard astfel incét cele doua caracteristici de
materiale (modulul de compresibilitate si compresibilitatea ) sunt functii de valoarca
presiunii sau a densitaii. '

Daci relagin constitutiva csie nelineara, modulul de compresibilitate si implicit
compresibilitatea sunt, evident, independente de presiune sau densitate, fiind, pentru o
temperaturd data, constante de material.

Spre deoscbire de lichide, in cazul gazelor. relagia constitutiva si implicit
caracteristicile de material sunt functii de natura procesului.

Sa consideram, pentru exemplificare. o masi de gaz ideal supusa succesiv unut
proces izoterm gi adiabatic. Relatiile constitutive sunt atunci pentru Hrimul proces:
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p/p o constant = (1.8)

respectiv:
p/y7 constant € (1.9

pentru transformarea adiabatica.
Introducand (1.8) in (1.6) avem succesiv:

{ ,
K = pill-)— =pC=p

(I” (1.10)
K=pTl=M

dp

Dupid cum am aritat ccuafia constitutiva este funcic de temperatura. Iie atunci o
masd constanti de fluid caracterizata de ccuatia de stare:

p = opT) (r.1n

Cum densitatea ci este o variabili de stare, variatia ci, in functic de variabilele de
stare fundamentale ale sistemului s¢ obfin prin derivarca relagici (1.11):

I st
dp=""1 ap e | ar (1.12)
l).’ o’ ,
/ 7
$IMPAr|it cu 4.
in 1p I ep
LT T ar (1.13)
poopebl, pll,

Conform relatici (1.7) primul termen al ccuatiei (1.13) este compresibilitate:
izotermd /7 a fluidului Ta temperatura 7.
In mod analog, vom definii coeficientul de dilatare termicd izobar al fluidului:

I
=== (L.1d)
p el

unde ¢ reprezintd variatia densitafii fluidului ¢and temperatura acestuia creste cu 27 ca
urmare a unui proces izobar.
Cu acestc observatii relafia (1.12) devine:

dp'p = fdp - adT (1.15)

Cum densitatea este o marime de stare. variafia i intre doud valori oarecare g $i
p este independentd de proces iar dp este diferengiala totald exacta. Obfinem atunci prin
integrare:
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fdp fﬂdp IadT (1.16)

Dupa cum am arétat cele doui caracteristici de material sunt functii de presiune,
respectiv de temperaturd. Pentru comoditatea prezentarii vom considera cazul unor relaii
constitutive lincare in care A 5i a sunt simple constante de material. in aceste condiii prin
integrarea relatiei (1.16) obfinem:

In£=ﬂ(p—po)—a(T—YL)
Po

sau:

p=poexp[B(p-py)-a(l-Ty] (1.17)

In cazul lichidelor cei doi coeficien{i au valori foarte mici. Astfel (Tabelul 1.1)
pentru api la temperatura de 20°C, a = 1.5-10” respectiv B=510°pa’.

Dezvoltand atunci in scrie exponcniiald, din ecuatia (1.17) obfinem pentru lichide o
ecuatie de stare de forma:

p pll-a(M-To)+pBp-po)] (1.18)

Tabelul 1.1
Parametrii unor fluide la presiunce normala

Fluid T (°C) p [Kg/m’] K[#10°Pa]  u [+10*Pas] o[N/m]
apa 20 998 2.170 10 0,073
petrol 20 856 1,103 71,8 0,03
benzen 20 876 1,034 6,56 0,029
glicerina 20 1258 4,344 14940 0,063
mercur 15.6 13555 26,201 15,6 0.51
oxigen - 196.6 1206 - 2,78 0,015
hidrogen - 2572 73,7 - 0.21 0,003

1.2 Viscozitatea . Legea lui Newton

In expericnia clasica a lui Newton sc considerd migcatea unui fluid limitata de
doud placi paralele. Dacd placa superioard este supusd unci forfe constante se constata cd
miscarea ei estc uniformd.Migcarea uniforma implica existenta unei forfe de frecare la
contactul placa - fluid. Conform legii a treia a mecanicii asupra fluidului actioneazi o forta
egald si de semn contrar care genercaza cforturi de frecare in fluid (Figura 1.2).
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Figura 1.2: Distributia fortelor de frecare lu contactui placd — fluid

In consecintd, spre deosebire de fluidele in echilibru, fluidele in migcare pot
prelua eforturi tangentiale, care conduc la deformarea flu.dului. in experienfa lui Newton
masa de {luid dintre cele doua placi este supusa forfecirii pure astfel incét isi modifica
torma, dar volumul ¢i rAmane constant.

Aceasta deformalie este mai mare sau mai mic3 in functie de natura fluidului.

Proprietatea intrinseca ce caracterizeazi rezistenja fluidelor la preluarea
eforturilor sau deformarea tangentiala se numeste vdscozitate.

Fizic, vascozitatea cste datorata forfelor de interacf{iune moleculard (coeziunea)
care nu permite desprinderea stratelor de fluid.

Calitativ, rezultatele experientei lui Newton sunt urmitoarele:

- Placa inferioara fiind imobil3, viteza particulelor de fluid aflate in contact
cu aceastd placa este nula.

- Placa superioard se miscid uniform astfel incét toate
particulele aflate in contact cu aceasta placi se deplaseaza cu vitezi
constanta.

Exista deci o variatie a vitezei pe verticala de la v = 0 pe placa
inferioara la vitcza maxima v pe placa superioard (Figura 1.3).

777772 & ——>=F
— v:%

‘\

, v=0
777777 77 2

Figura 1.3: Profilul vitezelor in cazul unui fluid newtonian

Fie S suprafaja plicilor gi d distanta dintre ele.
Daca F este forta de tractiune atunci in fluid, pe suprafata de contact cu aceasta
placa efortul tangential T este:

tw=F/S (1.19)

Cantitativ legea lui Newton, exprima proportionalitatea intre efortul de forfecare
si gradientul vertical al vitezei:

e
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6

n= v d (120

Coeficicntul de proportionalitate g din cenatia (1.20). denumit cociiciont de

vdscozilate dinamicd csle o constanta de material.
In relagia (1.20) profilul vitezei este hnear - gradientul constant - ceca ce revine
la un cfort tangential constant. intr-adevar daci v = kd relajia precedenta revine la:

= yk - ct. (1.2h

Acest tip de migcare caracterizata prin efort tangential constant, respectiv
gradient constant al vitezci sc numeste migcare Couette dupa numele celui care a studiat-o

prima oara.
In fapt existd o variatic continua a vilezei pe verticali care nu este ncaparat

lineara.
Daci fluidul este imaginat ca fiind alcituit din strate subtiri ce aluneca unul

peste celdlalt (denumite lamine) viscozitatea este datoratd atunci forfelor de (recare dintre
doua strate succesive.

% ’///// ////»————wdv

Vv

. pieuth JE I B et sl
mu_/_‘_r_- LI

Figura 1.4 Profilul vitezelor in cazul unui fluid real

\ |

Tie atunci (Figura /.4) doua ascmenca strate avand centrele distanfaie cu dy si

fie v respectiv v + dv vitezcle acestor doua strate.
Deoarcce gradientul vertical al acestor doua vileze este dv / dy , atunci formula

locala - diferentiala - a legh lui Newton este:

dv
— 1.22)
7 & (

unde am notat cu 7 cfortul tangential intre cele doud strate.

T =
4
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tangential (Z)

efort

a fluid ideal

gradient vitezd (.gyl)

Figura 1.5: Curbe caracteristice v — grad v pentru solide gi lichide.
Observatii

1° Coelicientul de frecare viscoasa este o constanta de material i este
independenta de starca de efort din fluid si de oricare din componentele - normala sau
tangentiala ale eforturilor.

2° Desi este datorat unor forje de frecare, efortul tangential care intervine in
relatia (1.22) este independent de efortul normal. Aceasta diferentiazd un fluid de un solid.
Conform legii Coulomb in cazul solidului efortul tangential este proportional cu efortul
normal pe planul dec aluriccare.

3% In ecuatiile fundamentale ale dinamicii fluidelor datorate lui Nevier - Stokes
intervine raportul z/ punde p este densitatea fluidului. Se introduce o noua constanté de
malerial, vdscozitatea cinematicd definita de:

v=u/p (1.23)

prin intermediul unei constante de material.

4° Legea lui Newton este o lege fenomenologica, de legatura intre cauzi (7) i
efect
(dv/dy): daca = 0 sidv/dy = 0 indiferent de marimea lui p.

5° Profilul vitezelor poate avea forme variate dar nu poate fi niciodata tangente
la suprafata solidului deoarece accasta ar conduce la gradient infinit al vitezet i implicit la
cforturi tangentiale infinite.

Or experienfa arala ca viteza fluidului pe suprafata inferioara este nula: nu au
loc aluneciri relative intre solid si fluid.

6" 1.a scara moleculari viscozitatea reprezinta efectul cumulat al fortelor de
legditurd intermoleculare, v
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In cazul lichidclor forfele de legatura - coezinne - sunt predominante. Cam cle
scad cu cregterca temperaturii viscozitatea va scidea la randul e1 cu cresterea
temperaturii.

Invers, in cazul gazelor efortul tangential dintre doua sirate care se deplaseaza
rezulta din ciocnirea moleculelor normal pe direcjia de miscare.

In urma coliziunii are loc omogenizarea temperaturii si implicit a vitezelor. Ca
urmare stralcle mai lente isi vor mari viteza iar in straicle mai rapide viteza va scadea.
Acest proces este cu atdt mai intens cu cat temperatura este mai mare, astfel incat
vascozitatea va cregste cu temperature.

7° Un fluid cu vascozitatea neglijabili este un fluid ideal. El este caracterizat
prin absenta eforturilor de frecare, inclusiv la contactul cu un perete solid, iar vitezele intr-
o sectiune perpendiculara pe direcfia de curgere sunt egale.

Fluidele ideale sunt de fapt o simpla abstractizare. La contactul unui fluid real cu
un perete solid, asperitafile acestuia sunt intotdeauna mai mari decat moleculele fluidului.
Astfel la contactul cu solidul este captat intotdeauna un strat de fluid care se afli in repaus,
denumit strat limita.

Daci fluidul ar aluneca peste solid, gradientul vitezelor - i implicit eforturile
tangentiale la contact - ar tinde citre infinit. Cum acest lucru este imposibil viteza fluidului
dincolo de stratul limita variaza continuu.

8° Valorile viscozita(ii permite, in mod empiric, departajarea intre solid si
fluid. Din examinarea curbelor caracteristice prezentate in figura 1.5 se constatd
urmétoarele:

- un solid rigid are vascozilatea infinita:

- un solid clastic este caracterizat nu numai prin vdscozitate foarte mare dar si

. .. v . - .
printr-o valoare limita (7) a gradientului vitezei.
V7

Odata depasita aceasta valoare corpul are o comportament ideal plastic, foarte

asemdndtor cu cel al unui fluid newtonian.
Difercnta consta in faptul ca starea plasticd apare pentru eforturi de forfecare

ce depagesc o valoare critica iar relaia caracteristica a fluidelor newtoniene este o dreapta
ce trece prin originea axelor de coordonate.

Unitdti de mdasura

Dimensiunile coeficientului de vascozitate dinamica rezulta din legea lui Newton
(1.20): .

_(D)(d) _(F-L) (L

=(FY ALy (T)= AT
(v) (L)-(T™") (FY-AL)-(T)y={p) (T}

(u)

Cum in S.1. presiunea se masoara in Pa, unitateca fundamentala de véscozitate este:

(u)=(Pa)-(sec)
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In practici unitatea de masura este | Poise definita ca vascozitatea apci la 20°C.
Relatia dintre cele doua mérimi este:

1 Poise = 0,1 Pa.sec

Dimensiunile vascoziti{ii cinematice rezulta din relatia de definitie (1.23):

{(#) Pa-sec N-m> -sec kg-m?-m-sec?-sec m’

-3 =

(p) kg-m>  kg-m™ kg -m sec

(v)=

In practica este folosit un submultiplu al unitétii de masura in S.1.:

Istokes = 107'm*/sec

1.3 Curgerea laminari si turbulenta

Simpla observatic a curgerii fluidelor la scari extinsa conduce la diferentierea a
doua tipuri miscari:

- Miscare laminara in carc particulele de fluid alcituicsc strate (/lamine) care
aluneci unele faa de altcle. La scard mare, extinsd, aceste strate se conserva si nu are loc
un transfer de particule intre cle. Un trasor (un colorant) introdus intr-un strat se misca
convectiv doar in cadrul acestuia.

- Migcarea turbulentd este caraclerizatd prin miscarea haoticd a particulelor gi
amestecarea acestora in timpul curgerii. in acest caz un trasor introdus intr-un strat pune in
evidenta trecerea particulelor in stratele vecine, precum si tracctoriile circulare ale
acestora.

In migcarea laminara acceleratiile sunt mici pe céind in cazul migcarii turbulente
acceleratiile sunt mult mai mari, datoritd schimbirii directiilor particulelor.

Forjele predominante in cazul curgerii laminare sunt forfe de frecare. Valorile
mici ale acceleratiei fac neglijabile foricle d= inerjic in cazul migcarii laminare.

Datorita schimbirii directiilor de miscare ale particulelor, in migcarea turbulenta
acceleratiile si implicit forjele de incrjic nu mai pot fi neglijabile.

Raportul acestor doui tipuri de forje (incric si vdscozilate) este caracterizat de
un numar adimensional - numarul Raynolds. Avem:

g < Mea (DD (pL) (L)

‘T A (e (L)
wy-C) )L (20
RORCRE)
M

In relatia precedenta am notat cu:
A :suprafata de control a stratelor de fluid
(v) : vileza medie a fluidului
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L. : lungimea medie a traectoriei particulei.
Experienta arata ci existd o valoare critici a numarului lui Raynolds pentru care
are loc trecerea de la regim laminar la regim turbulent de curgere.

1.4 Tensiunea superficiali

Rezultanta fortelor intermoleculare are valoare si orientare diferita in fi nctic de
pozifia moleculei. Astfel o particuld din interiorul unui lichid este supusi fortelor de
coeziune (atractie) datorata tuturor particulelor adiacente: acestea sunt orientate in toate
directiilesi se echilibreaza reciproc iar rezultanta lor este nuld. O molecula din interiorul
lichidului este deci libera de orice legatura cu moleculele adiacente si din acest punct de
vedere comportamentul lichidului este identic cu cel al gazului (Figura 1.6a).

Pentru o molecula situata la suprafata de separatie lichid - gaz (Figura 1.6b)
rezultanta forjelor de coeziune lichid - gaz are valoarea mult mai mica decét rezultanta
fortelor de coeziune lichid - lichid.

R=0

/ R#0
-l

Figura 1.6: Rezultanta fortelor intermoleculare pentru o moleculd din interior (a
§i pentru o moleculd dela suprafata de contact (b)

Din accasta cauza moleculele situate la suprafata unui lichid sunt supuse unei
forte de coeziune avind modulul diferit de zero, orientata perpendicular pe suprafafd, in
spre interiorul lichidului. Pentru a deplasa o molecul4 la suprafa{a este deci necesar un
lucru mecanic rezultant efectuat impotriva acestei forte.

In consecinia la suprafata de contact a unui lichid cu o alta suprafaté se formeaza
un strat superficial ale carui molecule au o energie potentiala egald numeric cu lucrul
mecanic al forfelor de coeziune superficiale.

O masura a acestei energi este tensiunea superficiald o a unui lich.d care este
egald cu lucrul mecanic necesar pentru a aduce molecula din interior pentru a forma o arie
unitard a stratului superficial.

Fie w acest lacru mecanic si fie 4 suprafafa stratului superficial. Conform
definijiei date avem-

o= wA[J/m'] sau [N/m] (1.25)

Cum orice suprafatd avind energie libera se contractd, moleculele din stratul
superficial sunt supuse unor forfe tangentiale la suprafaja de separati. , numite forte de
tensiune superficiala.

%
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Cu alte cuvinte moleculele din stratul superficial se comporta ca gi cum ar forma
o membrana elastica subiire, a carei grosime este de ordinul de marime al ra: ei moleculare.

In orice punct al stratului superficial actioneazi forfele de tensiune superficiala
oricntate tangenfial la acest strat i normal pe orice contur imaginar trasat pe aceast#
suprafa(a.

De aici rezultd o a doua definitie a tensiunii superficiale o: ea este for{a care
aclioneazi asupra unitfii de lungime a curbei care mérginegte stratul superficial. Atunci
avem:

o=dF/dl  [N/m] (1.26)

unde dF; este forfa elementara care actioneazi asupra elementului de lungirne

Din definifia data rezulta ca tensiunea superficiald dintre dou3 fluide depinde in
primul rdnd de natura acestora, fiind o constantii de material.

Fiind un efect al forfelor intermoleculare, tensiunea superficiali este o funcjie de
temperaturd: cu cdt temperatura cregte, energia potentiala a moleculei scade gi implicit,
scade i tensiunea superficala.

1.5 Unghiul de contact. Aderent{a

Fie doua fluide imiscibile L i G in contact cu o suprafatd solida si sa notdm cu
oy, §i oy tensiunea superficiald intre cele doud fluide i solid, respectiv cu o1 tensiunea
superficiald dintre cele doua fluide.

Unghiul de contact @ este definit ca unghiul dintre suprafata solidului i tangenta
la interfaja LG dintre cele doud fluide,orientat inspre fluidul mai dens.

Echilibrul pentru suprafaia AB (Figura 1.7) implica:

o1G cos8 + ors = Ogs

sau:
O — O
cos@ =-S5 "5 (1.27)
O
.4 i1 lichid
B} &=<2 & !
mercur
solid U{_S

Figura 1.7: Unghiul de contact

Din relaia (1.27),datorat3 lui Young, rezulti ca echilibrul este posibil numai daci:
y
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<1 (12%)
TG

In cazul in care aceasta conditie de echilibru nu este indeplinitd, lichidul /. se va
impréstia pe suprafafa solida.

La echilibru daci @ < 90" se spune ca fluidul /. este aderent si “udd”solidul S.
Invers, dacd @ > 90" fluidul L este neaderent la solidul S.

1.6 Capi'aritatea. Relatia Laplace ‘

Vom considera un element de menisc avand laturile dx si dy §i razele medii de
curburd 7 §ir,.

Stratul su perficial este supus actiunii presiunii p; a lichidului. respzctiv p; a

gazului, diferite intre ele (Figura 1.8). Diferenta lor se numeste presiune capilard p. si
avem:

pPc =PpG-pL (1.29)

Conditia de echilibru a acestui element se reduce la anularea sumei
componentelor verticale (Figura 1.9):

pcdxdy = 2ody sina +20 dx sinf

deA

v

]

\
)V. p dA 7

Figura 1.8: Presiunea capilard

Cum sina — dx /2R, §i sinfl = 2dy/2R; objinem in final relafia Laplace:

1
Pc=Pc Py :0[;‘ + ,;2‘) (1.30)

In cazul in care meniscul are formd sferici relafia precedenta se simplifica i

avem:

pc=pc-p.=0o/2R (1.31)
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dx

dy
-}
N

Figura 1.9: Echilibrul unui element de menisc.

Daca p; > p, atunci meniscul are concavitatea orientata in sus iar daca procesul
are loc intr-un tub subtire, de razi R, denumit tub capilar, lichidul se ridica in sus, deasupra
suprafefei libere din vas. in3lfimea la care se ridic# lichidul se objine din conditia de
echilibru (Figura 1.10). Forfele care acfioneaz asupra coloanei de lichid de inaljime A sunt
greutatea acesteia G = m’h pg si forfele de tensiune superficiald a caror componenta
verticala eate 2acosao. Condifia de echilibru impune egalitatea acestor forte.Deducem de
aici expresia indl{imii coloanei de lichid intr-un tub capilar:

20 cosa.

h=—— (1.32)
o

o‘\% §/V
N

fo— 21

v L2

-~

Figura 1.10: In3l{imea capilaré
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Subliniem cd in relatia precedentd am notat prin r raza meniscului i nu raza tubului
capilar. Fie p aceasta razd. Din figura 1.10 rezultd ca p = r cos@ unde @ este unghiul pe care il
face tangenta la menisc cu peretele vertical al tubului. in functie de valorile lui @ deosebim
urmatoarele cazuri:

. @ = 0: aderenta perfectd gi p = r.

. 0 <0 < 90 ":meniscul are concavitatea orientat in sus si are loc ascensiunea coloanei de
fluid in tubul capilar. Este cazul sistemului apd - aer.

. 90° < @ < 180 . meniscul este orientat cu concavitatea in jos. Are loc procesul de
depresiune capilard: fluidul din tub coboaré sub nivelul avut in vasul adiacent. Este cazul
sistemului mercur - aer.

. a = 180°: aderenta lichidului este nuld sir - - p. ‘

Daca echivalam porii rocilor cu un sistem de tuburi capilare de diferite raze atunci
procescle capilare reprezintd mecanismul principal al curgerii apei in zona nesaturatd. Masuratarile
aratd cd pentru apa si cuart @ ~ 5 °. Aderenta Ppei este aproape perfectd §i cum p =7, meniscul

poate fi echivalat cu o semisfera
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2. STATICA FLUIDELOR

Echilibrul fluidelor este caracterizat prin absenta oricirei migcari relative intre particulele
care il alcdtuiesc. Datorita structurii lor, fluidele nu pot prelua prin contact dircct forfele ci numai
prin intermediul unei suprafete. Fortele exterioare sunt caracterizate prin presiuni cand atunci ciand
acfioneaza asupra suprafefelor s u sunt forje masice atunci cand acfioneazi asupra volumului de
fluid.

In cazul unui fluid in echilibru eforturile tangentiale sunt nule si atunci vascozitatea nu intervine in

ecuatiile de echilibru. in cazul in care fluidul este omoge si este supus numai actiunii forfei
gravitationale, ecuatia hidrostaticii exprima faptul ci diferenja de presiune dintre doua puncte

oarecare este constantd. Aplicatii imediate ale acestei ecuatii sunt principiile lui Pascal si Arhimede.

2.1. Forte care acfioncaza in fluid.

Sa considerdm un volum de control dV mérginit de suprafata dS. Asupra acestuia ac{ioncaz3
doua tipuri de forfe:
- Forte masice care acfioneazi la distan|a si sunt datorate unor campuri exterioare. Exemplul
tipic de forfe masice este gravitatca. Conform denumirii aceste for{e sunt proportionale cu masa
elementului i se aplica in centrul de mas3 al volumului de control. Fie g(g.. g,.g-) intensitatea

campului exterior. Atunci forfa masica aplicatd volumului dV este:
F = pgdV (2.1
- Forfe de legdturd, de suprafafi caracterizeazi acfiunea fluidului din exteriorul volumului de

control asupra celui din interiorul acestuia.

AF

| YV

Figura 2.1: Forte de legdturd pe suprafata elementard dA

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



16

Din definitia datd rezulta c@ fot{ele de legalura se ttansmit ptin intetmediul suprafefei prin
intermediul suprafelei dS.

Daca vom consideta o suprafaia elementatd A4 (Figura 2.1) forfele de legaturd au o
rezultanté AF si un moment AM.Cum elementul de suprafald este foarte thic forfele de lepaturd pot
fi considerate uniform distribuite avand deci momentul nul.

Conform ipotezei continuitdtii atunci cdnd suprafaja A4 tinde ciitre zero limita:

_ . AF .
Fz/uTnE (2'2),

existd §i defineste forfa de legdtura intr-un punct oarccare.

Fard a afecta generalitatea concluziei, s considerdm o problem3 pland si fie un element
oarccare ds de normald n asupra cdruia actioneazi tensiunea 7, Sa consideram desemeni dx i dy
proiec|iile elementului ds pe cele doud axe. S3 notdm cu 7. si 7, tensiunile care actioneaza pe acest

elemente.(Figura 2.2).

Ixx

Figura 2.2: Starea de eforturi in jurnl unui volum elementar de fluid
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Sepaate demonstra ¢d starea de tensiune dintr-un punct este univoce determinati daci se
cunose tensiunile 7 si 75 pe doud suprafefe perpendiculare din jurul punctului respectiv. Cu alte
cuvinte putem exprima tensiunca 7, in funcjic de 7' §i 7). Accasta relagie se obfine simplu scriind

cchilibrul volumului de control. Notand cu a si S cosinusii directori ai normalei n avem:

dx = ds-a
dy =ds-f (2.3)
sau:
T =aT, + T, (24)

Dach e, G §i 5y, 5 Tespectiv Ty si Ty, sunt componentele tensorilor T, respectiv 7, pe

cele doud axe avem in definitiv:

T = arn, + ﬂrry
2.5)

Toy =at + P

in cazul tridimensional fie 7., 7, Tx componentele forfelor T, sau mai general 1,
componentele tensiunii T;(i=x,y,z). Atunci starea de tensiune in punctul oarecare P\ este univoc
definit de 'tensorul T de componente 7. |

Pentru o problemi pland starea de tensiune in jurul unui punct este univoc determinata

determinatd de un tensor avind componentele:

Se poate demonstra ci acest tensor este simetric , adicd 7, = 1 .
Rezultatul precedent poate fi usor generalizat in cazul tridimensional unde starea de tensiune

in jurul unui punct P este univoc definitd de un tensor de ordinul doi 7; avind componentele :

/
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T, =17, T, T, (2.6)
T, T, T,

Daca in jurul punctului ” vom considera un paralclipiped infinitezimal cu laturile dx , dy ,dz . paralcle
cu axele de coordonate ale sistenuilui de referin(a , atunci componentele tensorului de eforturi sunt
de douai categorii:

- componente normale pe suprafciele paralelipipedului si care reprezinta termenii diagonali ai
tensorului .

- componentele tangentiale reprezentate de celelalte componente ala tensorului : astfel
componentele z,- reprezentand componcnta tensorului orientata in lungul axei (7 de pe fa(a
paralelipipedului care are normala exterioard orientata in lungul axei Ox .

Ca si in cazul problemei bidimensionale tensorul 7, este simetric in sensul ¢a 7, = 1, .
Daci fluidul este in echilibru componentele tangentiale ala tensorului de eforturi sunt nule :

presiunile sunt intotdeauna normale pe suprafafa respectiva indiferent de orientarea acesteia .

% p3ds
p1dZ

9 dn &

‘ podx

Figura 2.3: Forfe exercitate intr-un volum de fluid in echilibru.
Sa consideram , pentru comoditatca demonstrafiei ,0 problema plani si fic un element
triunghiular de fluid in echilibru . Daci p; . p;. p; ,sunt presiunile exercitate de (luid pe fefele

exterioare atunci ( Figura 2.3) condifia ca rezultanta forjelor sa fie nula conducc la :

prdz - p;ds sina =0

padx -1/2 pg dx dz -p; ds cosa = 1) 2.7)

cum dz =ds sina si dx =ds cosa ccle doud ecualii precedente devin , dupa simplioficare :
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Pt P3
p:=p: +1/72 pgdz (2.8)

Ultima egalitate conduce la p, = p, cénd dz tinde cétre zero . Dcoarece un punct este
adimensional aceasta condilie este independenta intotdeauna astfel cé :

pr=p: 3 (2.9)

Observafii :

1" Concluzia precedentd este valabili independent de forma suprafefei . Spre exemplificare

Figura 2.4 prezinta distributia presiunilor asupra perefilor unui recipient gsi a unui corp imersat intr-
un {luid .

2° Anularca componentelor tangentiale reduce tensorul eforturilor doar le componentele sale
diagonale . Faptul ca presiunca este independenta de orienterea supraletei implica egalitatea
tennenilor diagonali .

In consecin|a pentru un fuid in echilibru tensorul eforturilor se reduce la un scalar .

3° Faptul ca c'forturilc tangengiale sunt nule este valabil doar pentru fluidele in repaus .
Datoritd vascozitafii , atunci cdnd fluidul este in migcare apar forfe de frecare intre stratele

clementare, forfc carc conduc la clorturi tangentiale .

v
—d
AN —
e 44
- -

STERRN RN

Figura 2.4 Distribufia presiunilor exercitate asupra suprafefelor aflate in contact

cu un fluid in echilibru
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2.2 Ecuatiile de cchilibru ale RNuidelor

Vom analiza echilibrul unui element infinitezimal cilindric avand suprafaja bazei dA si
indl{imea dz (Figura 2.5a) .Fie p ,respectiv p + Py dz presiunea ce acfioneazi pe suprafetele de bava

ale cilindrului .

zh l(”*%)dA

Figura 2.5: Echilibrul unui element infinitezimal de fluid

Presiunca fluidului fiind normala pe suprafafa , forjele de presiune ce acfioneazi pe supralafa
laterala a cilindrului au rezultanta nula (Figura 2.5 b) . Pe de altd parte anularea rezultantei for{elor

pe verticala conduce la :
> i}
—pdA - pedAdz +| p+ > dz|d4=0 (2.10)
¢

sau , dupa simphficare :

@

- 2.11
&pzo 2.11)

Accst rezultat poate {i usor generalizat pentru un element infinitezimal paralelipipedic de
laturi dx ,dy ,dz centrat in jurul unui punct oarecare M al unui {luid in repaus . Dacéd notam cu

F(x.v,z) intensitatea forjelor masice ,atunci ecuatia precedenta devine :

%—p2=0 2.12)
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Ecuatiile pe celelalie doud directii au forme analoage , astfel echilibrul fluidului in orice punct

este descris de sistemul de ecuatii :

—=-pX=0
%—-p)’=0 2.13
b
——-pZ=0
P P
sau vectorial :
gradp — pF =0 (2.14)

In cazul in care forfele masice deriva dintr-un potential scalar W avand F = - grad W ecuaia

precedenté devine :

gradp + pgrad W =0 @2.15)
Prap  wiaw Z+Az
<0¢Q Ry P w ~ z z

o Po P+Ap w-Aw Z-Az

x P ‘

\;3\ Po ‘fg

%
J o
z=0
. :-
o F= grad p

a. b.
Figura 2.6: Suprafefe echipotentiale intr-un fluid in repaus.
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Obscrvaii ¢

0~ P " . . a .y - e N
I” Conform ccuatici (2.15) in cazul unui fluid in echilibru avem doua familii de suprafefce
echipotentiale :
- suprafete izobare p = constant

- suprafe(cle W =constant

In fapt aceste suprafeje se suprapun, directiile gradientilor ficand intre ele un unghi de 180°
(Figura 2.6) : deoarece gradientul este oricatat in susul normalei la suprafafa echipotentiala atunci
conform cu ecuatia (2.15) normalele la cele doud suprafete coincid .

2° Atat suprafefele echipotentiale I = ct. cit si izobarele sunt suprafefe de egala densitate .

Daca consideram dous asemenea suprafefe infinit vecine , distanfa dintre ele fiind dn avem atunci :

7.4
graszgﬁ

1

(2.16)

gradp =

}lv

unde 71 este versorul normalei la echpotentiala.Or in virtutea ecuatiei (2.15) putem scrie :

A 174
—-p—dn=— 2.17
p, dn=" (2.17)
sau
-pdw=dp
si (2.18)
dw/dp =p=ct

In concluzie , cind cele doud suprafeje se suprapun . ele pot fl conslderate ca suprafefe de
egala densitate .
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2.3 Ecuatia fundamentala a hidrostaticei

Vom alege un referential orizontal z=o si fie un punct P situat la cota z . DDacé greutatea este

singura for{d masici , atunci potentialul gravitajional in punctul P este :

w =gz (2.19)

In cazul unui fluid compresibil p = cf si ecuatia (2.15) poate {i pusi sub forma :

grad(p + pgz) =0 (2.20)

Integrand aceasta ecuatic in lungul unei curbe oarecare avem :

o
g(p+pgz)=0 (2.21)
si:
p tpgz =ct (2.22)

Denumita ecuafia fundamentald a hidrostatici , ecuatia (2.22) implica faptul cad marimea
P ' pgz este constantd in orce punct al unui fluid incompresibil aflat in echilibru sub actiunea forei
gravitationale .

Observatii

1° In acest caz particular atat izobarele cit si echipotenialele gravitafionale (w = cr.) sunt

plane orizontale (Figura 2.6 b) .Aceasta rezultd imediat din ecuatia (2.22) in virtutea careia :

{ —
2=2"F (2.23)

Cum pentru o suprafajd izobara p=ct rezulta din (2.23) :
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cl--p

== = constant
24

Variatiile celor doud marimi sunt de sens contiar astfcl incat ecuatia (2.22) este verificata

0 g - . . . . . —
2" Fie doua puncte M si N situatc la cotele zp §i zy de relerentialul ales (Figrra 2.7)
Conform ccuatici (2.22) aven :

Pae boza T py 2y
si:

Pr-PN = 0% (Z,V - Z,u) ::/)gh (22—“

Diferenta de presiune intre doua puncte ale unui fluid incompresibil aflat in echilibru nu
depinde decét de dilerenta £ dintre cotele celor doud puncte .

<

Figura 2.7

Consccinta imediata a ecualiei (2.22) este principiul lui Pascal : intr-un fluid incompresihil
variafiile presiunii se transmit integral in toatd masa acestuia .

Fie Apy variajia presiunii in punctal N. in virtutea ecuatiei (2.24) presiunca py devine :

Py =peh+ py+Ap,
astfel incat variafia Apye a problemei hidrostaticii in punct: A devine :

Ap.\/ Py Py = /ZL’II Fpat Apy - pgh - Py = Ap (2.25)
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3" Deoarece suprafefele izobare sunt suprafeie de densitate constantd suprafata de separatic a

doua fluide incompresibile de densitate diferita este un plan orizontal , fluidul mai ugor fiind deasupra

ceui mai greu .
Cum suprafafa liberd a unui fluid este o izobar# (p = presiunea atmosfericd =constant )

rezultd ca aceastd suprafafa este si ea un plan orizontal .

Figura 2.8 Principiul vaselor comunicante.

O consecintd imediatd a acestei observalii este principiul vaselor comunicante . Fie doua vase

comunicante de sectiuni diferite S, §i.S; (Figura 2.8) . Cum suprafata AB de separajic a celor doua

fluide este o izobard avem :

pighs = pagh;
sau

h (2.26)
h, ’

AR

¥ Daca p; = pr evident by =hs i :

In doua vase comunicante un fluid omogen si incompresibil se ridica intotdeauna la aceeagi

indljime indiferent de secfiunea acestora .
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2.4. Misurarca presiunii hidrostatice .

Daci intr-un punct oarecarc M al unui vas in care se afla un fluid in echilibru se practici un
orificiu §i se pune in legitura cu un tub subtire deschis , atunci , daci se neglijeazi presiunca
atmosfericd , presiunea dati de coloana de fluid din tub echilibreaza presiunea fluidului ¢ in recipicent

din orice punct al planului care trece prin orliciu (Figura 2.9) .

|

|

|
N

INLNAFYIFETIIrLIn o
Q}r%

Figura 2.9: Tub piezometric

Inal{imea A a nivelului din tub se numestc nivel piezometric gi este independent de inclinarea

tubului . Tubul insusi se nuineste fuh piezomeiric .

Daci vom introduce mai multe tuburi piczometrice (Figura 2.10) atunci , conform ecuatiei

fundamentale a hidrostaticii nivelul piezometric // masurat de la un singur referenfial este acelagi

chiar daci presiunile sunt diferite .

HHY X “]}
E H Pa
H—HB-F Pn
'3’?
p
] H M
_;_?J;_ Aé_ Ts—g- B p
H 2q H=gg 17
g
e
T M
- — — — 8 '
= z=0

Figura 2.10: Sarcina piezometrica intr-un fluid in echilibru
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Neglijarea prestomii atmosferice imphica faptul ca aceasti presinne este considerati ca
presivoe de referinfa . In fapt | indlfimea coloanci de Muid din piezometru este o masurié a diferenfei

dmtre presiunea fluidului i presiunca atmosflericii . Avern conform relafici (2.22) :
Dot pgZ =pm

_Pu—Po (2.27)
24

unde py esle presiunea atmosferica .

Presiunea misurata de tubul piezometric este o presiune relativa in sensul ci depinde de

presiunea de referin|a aleasa . Cele mai multe sisteme de masura considera presiunea atmosferica

drept presiunc de referinfa

(po = 0), sistemul masurdnd , in fapt , diferenfa dintre presiunea absoluta a fluidului i

presiunea atmosferica . Presiunca absoluta se masoara cu un barometru care este un tub piezometric

inchis astfel incdt deasupra coloanei de fluid se afla vid .( Figura 2.11)

)

vid,
p
g

T

Figura 2.11: Presiune manometricd §i presiune barometrica.
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Unitdfi de presiune
In ST, unitatea de presiune, pascalul (Pa) se deduce din rclafia de definire a acesteia (2.1) :
1Pa = IN/Im’

Unitatea din sistemul tehnic , atmosfera , este definitd de presiunea aerului la nivelul marii in
condifii normale de presiune . Eixperienia arati ca aceasta presiune este echilibrata de o coloana de
mercur avind Tnélf{imea de 760 mm . Avem deci :

m

k s
latm = p,,, - g h,, =l3,6-10‘-’-£-9,81- —.0,76m = 1,01-10° Pq

k]
n sec
O alta unitate de masura din sistemul tehnic , harr-ul este foarte aproape de atmosfera . in

general avem :

latm = I bar = 10’ Pa
2.5. Aplicatii.
Rezultanta forfelor de presiune pe o suprafafa plana.

Fic (Figura 2.12) o suprafaja plana imersata de arie 4 si s3 considerdm un element
infinitezimal de aric d4 aflata la adancimea b . Forja clementara dF exercilata normal pe acest
element este :

dFF = pghdA = pglsina dA (2.28)
unde / este distanfa de la punctul de sprijin O la elementu! infinitezimal considerat .

Deoarece forjele exercitate asupra tuturor elementelor infinitezimale sunt paralele , rezultanta

lor se obfine prin integrare :

F = [dF = [ pgisin add = pgsin a [IdA (2.29)
A A
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Integrala din ccuatia (2.29) reprezinti momentul static Iy al suprafetei 4 fatd de axa O0)°

Avem:

I, = fliA=1.4 (2.30)
A

unde /¢ este bratul centrului de masa al suprafetei 4 Cum [-sina~ he ,unde hie este adincimea

centrulii de masa , objinem pentru rezultantele forfelor de presiune :

F = pghcA (2.31)

Figura 2.12: Forfe exercitate de fluid pe suprafefe imersate plane
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For{a exercitatd asupra unei suprafefe planc imersate este egala cu presiunca excercitata de o
coloani de apa avand indlfimea egald cu addncimea centrului de masi , inmul(itd cu aria suprafetei
respective .

Pozitia punctului de aplicafie implicd calculul momentului rezultantei . Faji de punctul O

momentul dat de forfa de presiune exercitata asupra elementului infinitezimal are expresia :
dMy = pgl"dAsina (2.32)

Integrand obtinem pentru momentul rezultant :

Mo=pgsinr1‘[12(l,4=,r)gsinczl0 (2.33)
A

in relatia (2.33) am notat prin : [, = Il ’dA momentul static de ordinul doi al suprafefei 4
A

,fajd de punctul O . Fie /, bratul fortei rezultante . Avem atunci :
Mo=Fl, = pglsina (2.33)

Deci punctul de aplicatie al fortei de presiune se giseste la distanta :

= Pgl.,:ina - lioA (2.34)
Conform teoremei Huyghens avem :
Iy=1Ic+1IcA
si relajia (2.34) devine :
by =lc +1p/ IcA (2.35)
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sub centrul de masi .

Dupa cum se observa pozifia punctului de aplicalie /, al forjei de presiune este intotdeauna

2.6. Principiul lui Arhimede

Vom considera un corp de forma oarecare imersat intr-un fluid (Figura 2.13) si sd izolim o
porjiunc de fluid care * imbraca ™ acest corp .

Fie F: reactiunea datd de corp pe fata superioard 4BC a fluidului §i respectiv F; reactiunea
data de corp pe fata inferioara .

Cum cele doua portiuni de fluid sunt in echilibru rezultanta fortelor care acfioneazi asupra
fiecruia trebuie si fie nula i avem :

Fi-Gi-pid=0

(2.36)
F,+ G, -pzA =)

i

Figura 2.13: Dijerenfe de presiune hidrostaticd exercitate pe suprafaja

unui corp imersat de formd oarecare.
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Sciazind aceste doud ecuatii oblinem :
R:==Fy-Fy=(p-p)A-(G; 1V Gy (2.37)

In ecuatia (2.37) am notat cu :
R = F; - F, - rezultanta fortelor exercitate de cétre fluid asupra corpului imersat .

Conform ecuatiei fundamentale a hidrostaticii primul termen din dreapla al ecuatiei (2.37)

esle :

(p1 -p)A = pogh4 (2.38)

unde 4 este inal{imea volumului de fluid si g densitatea acestuia. Acest termen nu reprezinta altceva

decét greutatea acestui volum de fluid .

Intregul membru drept al ecuatiei (2.37) reprezinta greutatea volumului de {luid deslocuit de
corpul imersat . Sintetizind , principiul lui Arhimede poate fi formulat astfel :

Un corp scufundat intr-un fluid este impins in sus cu o for|a egald cu greutatea volumului de

fluid dezlocuit.
Fie m masa corpului §i p densitatea acestuia . Conforin principiului lui Arhimede , avem :

R-mg =ma

unde R este masa arhimedica iar a este acceleratia corpului . In cazul in care corpul este imersat,

volumul dezlocuit este egal cu volumul V al corpului si avem :

po— &~ mg=ma
°p

§i:
a= g(& - lJ (2.39)

In functie de raportul densitatilor desprindem urmitoarele cazuri :
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a p>p, a<0

Corpul coboara pana la fundul vasului si are greutatea aparenti :

AG =mg - ﬂpg = mg(l - ﬁ—) (2.40)

0

b. p<m a>0
Corpul urca avdnd acceleratia data de ecuatia (2.39).

c. p=m a=10

In acest caz corpul pluteste .
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3. CINEMATICA FLUIDEILOR

Ca $i in mecanica sohdului, cinematica fluidelor descrie caracteristicile migcarii acestora -
deplasiri, viteze , acceleraii - {Ara a lua in consideratie fortele care pun fluidul in miscare. intr-o
pritnd abordare fluidul poate fi echivalat cu un sistem de punctc materiale. Miscarea fiecirei
particu’> va fi caracterizatd atunci de vectorul ei de pozigie, vitea si acceleratia instantanee, cte.
Datoritd continuitatii sale, fluidul poate fi echivalat cu un sistem cu un numar infinit de grade de
libertate. Acest al doilea mod de descriere a migcarii introdice notiunca de camp. I .egitura dintie cele
doua al-ordiri cste data de derivata tolald a marimii analizate. Sunt introdusi apoi paramelrii ce

descriu global migcarea: debite, circulatic,etc
3.1. Variabile Lagrange gi Variabile FEuler

Existd doud moduri de descriere a migcarii fluidelor :
In abordarea Lagrange a problemelor de cincmatica fluidul este echivalat cu un sistem de puncte
materiale : Intregul domeniu ocupat de fluid este discretizat Tntr-un numdr de particule jar scopul
cinematicei este de a analiza evolutia Tn timp a caracteristicilor particulelor individuale :traiectoric ,

viteza , acccleratic .densitate, temperaturd | elc .

Figura 3.1: Veclorii de pozifie (a) §i vitezele (b) in cazul descrierii lagrangeene a migcarii

Sfluidelor.
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I'atd de un referential oarecare particulele se difercntiaza prin pozitia lor initiald definitd de
vectorul de pozitie Fo(xo,yo,zn) . Fie atunci o particuld M la un moment oarccare ¢ ,(Figura 3.1a)
pozitia ei este definitd de vectorul de pozitie F(x, A z) . Migcarea fluidului este univoc determinata

daca definim coordonatele x,y,z in functie de pozitia initiald (xs,y,29) §i timpul ¢ al tuturor

particulelor. Aceasta revine la determinarea ecualiei vectoriale :
F = F\Fyut) 3.1)

- . . vooes . . ' N .
IFizic accastd descricre a migcdrii este pur newtoniand $i atunci , deoarece doud particule
ramin tot timpul distincte, existd posibilitatca de a determina pozilia lor initiald prin simpla inversare

a dircctiilor vitezelor, ceeace revine la determinarea functiei :
7y =Ry (7,1) 3.2)

Variabilcle migcarii sunt, conform cc;‘nn(fci (3.1), pozifia inifiald a particulelor individuale $i
timpul 7. Astfel pentru un o dat §i un 7 oarccare obfinem traiectoria particulei in cauza iar pentru rp
variabil $i ( constant determindm volumul ocupat de fluid la acel timp.

Tindnd scama de modul de descriere a migcarii, orice proprietate a fluidului ( temperatura,
densitate, cte.) trebuie asociatd fiecdrei particule. Vom vorbi atunci de temperatura (densitatea )

perticulei descrisa de ecuatia :

T =77(7,.1)] (3.3)

respectiv de ecuajia:

p= p{F(F,,.I)] (3.4)
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Descrierea euleriand a migcarii urmdre$te un domeniu fix din spatiul prin care trece fluidul .
Fiecare punct al acestui domeniu este caracterizat printr-un parametru al ﬁﬁscérii ( vilezd,
accelerafie ) sau orice variabild de stare a fluidului (densitate, temperatusd, etc.).

Aceasta abordare ia in consideralie tocmai caracteristica fundamentald a fluidului,
continuitatea acestuia, astfel incat fiecate parametru ( vitezd, densitate ) este functie continud de
nunct (Figura 3.1b)

Descrierea euleriand introduce notiunea de cdmp (de viteza, temperaturi, etc.) iar variabilele
mi$cdrii sunt pozitia punctului din domeniul considerat descrisa de vectorul de pozitie 1, fatd de un

referential $i timpul 1. Astfel cAmpul vitezelor este descris de funclia vectoriald:

v =v(7,1) (3.5)

iar cea a temperaturii de functia scalara:
T=Try (3.6)
3.2. Caracterizarea cAmpurilor.

In abordarea lagrangciand migcarea unei particule este descrisa de tracctoria acesteia,
definita de succesiunea pozitiilor ocupate de particula respectiva. Fatd de un referential oarecare
traectoria particulei este descrisd de ecuatia vectoriald (3.1), ecuatie care defiie§te univoc
mi§carea). .

Miscarea fluidului este cunoscutd atunci cdnd se determind traiectoriile tuturor particulelor

care il alc3tuiesc.

In descrierea eulerian3 eleinentul esential il constitue cAmpul vitezelor definit de ecuatia

vectoriala :
V= v(x,y, z, r) (3.7)

Reprezentarea sugestivd a cAmpului vitezelor este data de liniile de curent care prin definitie

reprezint3 curbele tangente n orice punct vectorului viteza .Fie dl (dx,dy, dz) si v(u,v,w)
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elementul de are al hiniei de curent §i respectiv vitezele fluidului intr-un punct. Conform definitici

aveny,
Vxd =0 (3.8)

Dezvoltand pe componente relatia (3.8) obtinem ecuatia liniei de curent :

—==== (3.9)

Cele doud familii de curbe , liniile de curent $i traiectoriile particulelor sunt in general
distincte. Astfel traiectoriile sunt o imagine a directiilor vilezelor avute succesiv, in cursul timpului.de

particulele [luidului, pe c@nd liniile de curent reflectd distribufia vitezelor instantanee ale fluidului .

\__/
- T

" a. b.

Figura 3.2: Linii de curent. A: curgere laminard; b: curgere turbulenta.
‘

In general liniile de curent sunt curbe deschise (curgere laminar3) sau Inchise in cazul curgerii
turbulente $i pot corespunde traiectoriei unei particule (Figura 3.2). Exista situatii cnd in prezenta
unor obstacole liniile de curent se opresc in puncte de stagnare sau se intersecteaza in puncte
singulare Astfel in Figura 3.3a, linia M "M se opreste in punctul M al obstacolului solid. In acest
punct fluidul stagneazi si viteza sa este nuli.in imediata sa vecindtate fluidul isi continud

miscarea,viteza sa fiind diferitd de zero.in punctul N din figura 3.3b unde se extrage fluidul converg
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toate liniile de curent. Spre deosebire de punctul de stagnare unde viteza este determinatd (v - 0) in

punctul singular N viteza fluidului poate avea o infinitate de valori

/%’ >

Figura 3.3: Punct de stagnare (M) §i punct singular (N)

\

Un camp este stationar sau regimul dc migcare este slafionar dacd vitezele in fiecare punct ,
nu se modifica in timp. Invers, regimul de curgere este tranzitoriv cdnd vitezele variazd in timp.
In conditiile regimului stationar liniile dc cAmp nu se modificd pe clnd pentru un regim

tranzitoriu acestea i$i schimba pozitia .

In cazul in care la un moment dat, vectorii viteza sunt cgali atat Tn ce prive§te modulul cat §i
directia, avem un cdmp instantaneu uniform, sau in cazul in care vectorii viteza sunt egali pe toata

durata procesului avem un cadmp stafionar uniform .

Figura 3.4: Tub de curent.
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O notiure derivatd este tubul de curent (Figura 3. 4) alcatuit din toate liniile de curent care se
sprijind pe o curbd Inchisd. Caracteristica unui tub de curent este aceea de a avea supralata

exterioard impermeabila .

Un tub sublire de curent este un tub de curent in care vitcza este constantd in orice punct al

sectiunii de sprijin .

)
w

. Viteze gi acceleratii

Diferenta intre cele doud@ moduri de descriere a migcarii, lagrangeiana §i culeriand, apare
clar in definirea acceleratiei .

Deoarece in definirea lagrangeiana fluidul este echivalent cu un sistem de puncte materiale,
viteza $i acceleratia unei particule sunt definite de primele doua derivate ale vectorului de poziie.(
Figura 3.1 b)

Avem deci :

_dr
V= (3.10)
$i respectiv :
v dr
a=7d7=gt7 (3“)

nRp= f= 4

Vom considera acum o zona a fluidului caracterizatd printr-un cdmp de viteze - descriere
eulerian a migcdrii - $i s@ analizdm deplasarca unei anumite particule din punctul M (x.y,z) unde
viteza este v, (1, v,w) in punctul My(x+ Ax,y+Av,z+4z) unde viteza este V(1 + Au,v + Av,w + Aw)
(Figura 3.5 ). Deplasarca se face in intervalul de timp Ar .

Atunci variatia componentei pe directia x a vitezei , c@nd particula se deplaseaza din punctul

M, Tn punctul M; se obtine prin dezvoltarea in serie a componentei pe aceastd directie a vitezei v, .
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Figura 3.5

Daca pdstrdm numai primii termeni obfinem :

ai 02]] o
u+Au=v+—d—ch+5Ay+%Az+§At (3.12)

sau tindnd seama cé

Ax=udt, Ay=vAt, Az=wAl : (3.13)
7] a iz (]
Au=5c-uA!+-@—‘vAy+5wA!+3Al (3.14)

Componenta pe directia x ,a, a acceleratiei se obfine impdrtind cu A¢ §i trecand la limita in

relatia (3.14) .
a =lm—=u—+v—+w—+— (3.15)
173

Proceddnd in acea$i manierd obtinem componentele pe celelalte doua directii ale acceleratiei
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a —limﬂ—ué+vé’—+wé\’—+é 3.16
Y owiso At & & & a (3.16)

respectiv:
Aw M M c

a,-—&ﬂg—u3+v—d—_+u;+5— (3.17)

Vectorial , avem in definitiv ,pentru acceleratie :

+ (-5 (3.18)

a=

&»
a

Relatia precedentd sugereaza faptul cd in descrierea euleriand a mi§carii , variatia In timp a

vitezei unei particule are doud componente :
. % . Ce . . .
- primul termen 3 exprima variafia vitezei particulei intr-un punct fix din spatiu;

- al doilea termen (v - V)¥ reprezinté varialia vitezei intre doudl puncte vecine separate
prin
vectorul A7(Ax, Ay, Az);

In abordarea lagrangeiand, dacd viteza intr-un punct a particulei este constantd, acceleratia

ei este nuld. Din contrd, dacd in sistemul eulerian de descriere a migcarii avem un cAmp de viteze
. ., P _ _ . . .
staionare - atunci 2 =0 dar (V- Vv)¥ # 0. Rezulti ci in sistemul eulerian chiar dac avem un

camp stationar al vitezelor accelerafia este diferitd de zero, valoarea ei exprimind variatia spaiald a
vitezei.
Numai In cazul cdmpului de viteze uniform accelerafia este nuld in aberdare euleriand .

Pentru a pastra analogia formald cu sistemul lagrangian , a fost introdusa notiunea de

derivat3 totald pentru a caracteriza variatia unei marimi vectoriale B intr-un cmp de viteze ¥ :

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



42

S 7-V)B 319
iy a*(‘ ) (3.19)

Sa considerdm acum o proprietate oarecare a fluidului , spre exemplu , temperatura acestuia

descrisd de un camp scalar T(x,y,z¢) $i fie AT , variatia temperaturii unei particule cand se
deplaseaza, in intervalul de timp Af intre doud puncte M; $i M; situate la distanta AF(Ar, Ay, Az) .

Pentru a calcula variatia AT vom utiliza un procedeu identic cu cel folosit in calculul accelerafiei .

Dezvoltam in serie Taylor temperatura $i pastram primii termeni :

ar a
T(M2)=T+AT=T+§Ax+%Ay+EAz+3At (3.20)

sau tindnd seama de relafia (3.13) :

AT—iuAl+£vAl+£wAt+£At 3.21)
& & & a '

Impdrtind cu 4 i trecand la limitd pentru Ar — 0 oblinem pentru variafia temperaturii :

—="—+(v-.VT)=

DT or or _
- a —d— + v . gradl (3.22)

Ca $i in cazul cAmpului vectorial , variatia In timp a cAmpulul scalar este caracterizata prin

doi termeni :
or . TR oz . .
- termenul 3 reprezinta variatia in timp a proprietatii respective intr-un punct fix din
spajiu
- termenul al doilea denuimit $i termenul convectiv caracterizeaza transportul proprietatii

respective de catre fluid intre doud puncte din spatiu.Spre exemplu in cazul unui cimp stationar
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: ar . ,
primul termen Y din relafia precedcnta este nul dar temperatura variaza in timp datorita

transportului prin convectie al caldurii,proces caracterizat de termenul v - gradT .

3.3 Debit gi debit specific

d\ :

Figura 3.6. Debite printr-o suprafafd elementard
Sa considerdm o suprafata infinitezimald ¢S in jurul unei linii de curent $i fie v vectorul
viteza ce trece prin centrul suprafelei (Figura 3.6) .

In intervalul de timp dt masa de fluid dm ce strdbate suprafata dS este :
dm = pdS (dl cosa) 3.23)

unde dl/ este lungimea elementard parcursa in intervalul df in lungul liniei de curent iar a

unghiul dintre versorul » al normalei la suprafata dS $i clementul de arc d/ . Cum dl =V -di ,atunci

masa care strabate in unitatea de timp suprafata dS este :

dm = pdSvcosa = pv.dS (3.24)

unde v, este proiectia vitezei pe directia normalei exterioare la suprafata dS

Insumand pe intreaga suprafald § obtinem expresia debitului masic , marime scalard definitd

ca masa ce strabate suprafata S in unitatea de timp
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0, = [ovcosads (3.25)
A

Deoarece expresia de sub integrald sugereaza produsul sealar a dot vectori vom recurge la
notiunca de vector suprafata | in care elementului de suprafatd 5 i se asociaza un vector avand
modului dS iar orientarea definita de versorul normalci exterioare # .

Deci
dS = dSn (3.26)

Cu aceastd observatic , expresia debitului masic devine:
0, v -ds [MT] (3.27)
S

Nacd densitatea este constantd vom delini dehitnl volumic drept volumul de fluid ce strabate
supralata S in unitatea de timp :

Y

Q, == j”‘; -dS (3.28)
P

Sa consideram o suprafatd oarccare S pentru care viteza prezintad variatii locale .
Aplicand teorema mediei obfinem debitul specitic al (luidului prin suprafata dawa definit ca

volumul ce trece in unitatea de timp prin unitatea de suprafatad :

b =
7= J‘v(_\'.y,z)dS (3.29)

S

si {indnd seama de cxpresia debitului volumic din ccuajia (3.28)

q=Q/S (3.30)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



45

Dupa cum se observa debitul specific are semnificatia unei viteze fictive de valoare constantd
, care transportd in unitatea de timp acelagi volum de fluid ca §i distributia reald de viteze .
Analog , debitul masic specific sau fluxul masic , definit drept masa ce strabate in umitatea de

timp o suprafatd unitara ,are expresia :

0.
9. = S =~ (3.31)

3.4 Rotatia fludiului.

—_Utau

V-AV
L Ya\Y

Figura 3.7: Rotafia unei particule elementare de fluid.

in paragraful precedent am considerat tacit ca particulele ce stribat suprafaja S au numai migcari

de translatic.. Aceastd ipotezi este valabild numai in masura in care viteza este constantd pe domeniul
ocupat de particuld. In cazul in care viteza prezinta varialii, particula va fii supusd, pe lingd migcarea
de franslatic §i unei migcari de rotatic

Genceralizind,rotatia unei particule tridimensionale,de laturi dx,dy,dz va fi descrisi de
vectorul vileza unghiulard (X w. @, )

Sa consideram o particuld infinitezimalad de fluid avind laturile dx $i dy $i fie u §i v

A dy )

componcnlele vitezei in centrul particulei . Sd notdm , deasemeni cu : u + 57 respectiv cu
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du dy . .
:u ——-— componentele orizontale ale vitezelor pe laturile paralele cu axa OX . Sub actiunea

& 2
acestor componente particula va tinde s se roteasca in jurul axei verticale OZ . In intervalul de timp
dt latura paraleld cu axa OY se va rcti cu un unghi d@, = d6, + dé, (Figura 3.7) . Aproximand

unghiul cu tangenta avem :

dt (%l
dgy =—|:(U+E7J _(u——@?J}(_i;::_Ed’ (3.32)

Prin definitie viteza unghiulard @, cu care se rotegte latura dy este:

deo, i
pd
my =_dt—=_—dt (3.33)

Analog , latura orizontald se va roti cu unghiul d6, avnd valoarea :

de, =[(v+%%) —(v—%):l-:—: (3.34)

astfel incat componenta vitezei unghiulare wx cu care se rotegte latura dx este:

12
= (3.35)

, =%(w, +a)y)=;(?&——g) (3.36)

Componentele o §i o se deduc urmand procedeul descris anterior . Avem atunci :
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(3.41)

Se observa ci vectorul vitezi unghiulard Q are drept componentd rotorul cimpului vitezelor

instantanee. Avem atunci:

1
Q=5ron7 (3.38)

Asa cum s-a prezentat rotatia fluidului este datd de componentele tangentiale ale vitezei.in

conditiile continuitafii fluidului ele pot crea vartejuri locale.O masuré a intensitatii acestor vértejuri

este datd vectorul circulatie.

Figura 3.8 : Viteza tangentiald §i flux de rotafie

Fie atunci un domeniu de fluid marginit de curba C (Figura 2.8).Prin definiie circulajia
vectorului in lungul unei curbe C este descrisi de integrala componentei tangentiale a vitezei pe

curba C. Daci notdm cu aunghiul dintre viteza gi curba C intr-un punct, atunci circulaia elementara

dlare expresia:
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dlI' =V cosa dI 3.39)

§i insumdmd pe toatd curba C obfinem expresia circulatiei in lungul acestei curbe:

F=(j.d[“=(jvd1cosa=ij‘\7d1- (3.40)
c c

C

Semnificajia circulatiei se obtine prin aplicarea teoremei Stokes:

I =qvdl = [rovas = 2[Qds (3.41)
N

C N

unde prin S am notat suprafata delimitata prin curba C.

Fie Q valoarea medie a vectorului rotatie pe suprafata S. Ecuatia (3.41) devine:

r=2Q-S (3.42)

Relatia de mai sus arata atunci ca circulatia reprezintd dublul fluxului total al rotatiei printr-o

suprafa{d oarecare.

3.5.Migcari irotationale i rotationale

Sa considerdm un domeniu din fluid pentru care in toate punctele vectorul de rotatie este

nul:

Q=rotv=0 (3.43)

Existd atunci Intotdeauna o funclie scalard ¢ astfel incat :

v =grade (3.44)
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Functia ¢ este denumité potentialul vitezelor iar migcarea fluidelor care satisfac ecuatia
(3.44) se numeste curgere potentiald sau irotationala .
FFie atunci C o curba Inchisa intr-o zond de curgere potentiald . Circulatia I” in lungul acestei

curbe este nuld . Intr-adevar aplicAnd teorema Stokes $i tinnd seama de relatia (3.43) avem :

= j vl = jmmds =0 (3.45)
C

N

Daca A i B sunt doud puncte arbitrare ale curbei C atunci relafia (3.45) implica :

] A
[var + [7di =0 (3.46)
A M

sau , deoarece punctele A4 $i B sunt arbitrar alese :

| vdl = qvdl (3.47)
[ vl = {

AlB ERY}

In consecin{d intr-o migcare irotafionald circulatia vitezelor intre doud puncte este

independenta de curba care leagd aceste douad puncte .
In acest caz dI" = ¥dl este o diferentiald totald exacld §i circulatia intre doud puncte se

calculeaza ugor daca se cunoagte potentialul ¢ in punctele respective :

8 B
r=[vdi=[do=0,-0, (3.48)

A A

Campurile sau zoncle unde rotatia este diferitd de zero se numesc campuri rotationale .
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4. LEGI DE CONSERVARE.

In acest capitol vom prezenta succint formele pe care le au legile generale de conservare - ale
masei respectiv ale momentului cinetic - in cazul fluidelor . Abordarea problemei este Euleriand, iar
domeniul fix din spatiu pe care se face analiza poarti numele de volum de control iar suprafata care il
inconjoard se numeste suprafayd de control. Nu exista restrictii asupra volumului de control: el poate fi
infinitezimal sau finit, dar rimane fix in spatiu iar prin suprafaja de control poate circula orice mirime:
masd, moment cinetic, etc. Conservarea masei prin volumul de control conduce la ecuatia de

continuitate a fluidului care are dou forme locali si inte zrala.
4.1. Conservarea masei .Ecuatiile de continuitate .
Legea conservirii masei exprimi faptul cd variatia masei de fluid confinuta Tntr-un volum dat ,

intr-un anumit interval de timp, trebuie sa fie egald cu diferenta dintre masa de fluid care intrd §i cea care

parasegte volumul respectiv in intervalul de timp dat .

Figura 4.1: Conservarea masei prin volumul de control I+ R+O (regim permanent)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



51

S considerdm pentru Tnceput cazul regimului permanent $i fie 0 mas# de fluid care la momentul

t ocupd volumul / + R (Figura 4.1) iar dupd intervalul de timp & ocupd volumul R + O. Conservarea
masei revine la:

(m, +mR)’ =(mR +mo)"a (4.1)

unde am notat cu m, , mg , mp masele continute in volumele /7, R, O la intervalele de timp ¢,

respectivt + & .

Tn conditiile regimu'ui permanent mg = constant $i ecuatia precedent¥ conduce la :

4.2)

m"/ =m, r+a3

Cu alte cuvinte masa care la momentul ¢ era cuprinsé Tn volumul / se regdse$te dupd intervalul 5t

in volumul O.
Fie atunci un tub de curent elementar al volumului O, marginit de suprafata d4 §i de liniile de

curent infinitezimale d/ $i fie a unghiul pe care il face vectorul viteza - tangent la d/ - cu normala

exterioara la suprafafd.

Atunci masa dm care se migcd in intervalul & este continutd In volumul prizmei d4.dl.cosa §i
avem:
dm =p dAdl cosa 4.3)
Insuménd pe toat suprafaa Ao obfinem pentru masa care pArésegte volumul R Tn intervalul &

expresia :

m, = Ipv cos adA & 4.4)
So

unde v este viteza fluidului ce strdbate aria dA4 egald cu raportul dl/& .

Introducand vectorul suprafata d4 , relatia (4.4) devine :
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m, = va~dA(sz (4.6)

Analog masa care intrd prin suprafata S; cc margineste volumul / in acela§i interval de timp &

esle :

m =—[v-di& 4.7)
Y}

semnul - fiind datorat faptului ca versorul n al normalei exterioare $i versorul ¢ al liniilor de
curent fac intre ele un unghi de 180°.

Introducdnd relatiile (4.6) $i (4.7) in ecuatia (4.2) obfinem:

~dt [pv-dd=di [pv-dd (4.8)
SO

S/

sau

4.9)

wea
3
N

unde S=5, +8,, este suprafata de control.

Ecuajia (4.9) reprezintd forma integrald a ecuatiei de continuitate si poate fi enuntata astfel: In
regim permanent §i in absenta surselor , debitul masei care strdbate o suprafata inchisi se conserva .
Daca transformdm integrala de suprafald cu ajutorul teoremei Gauss - Ostrogradski , relatia (4.9)

devine:
fov-an= [div(pw)av=0 (4.10)
S v

Cum relalia precedentd este independenta de volum avem in definitiv :
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div(pv) =0 (4.11)

Ecuatia (4.11) reprezinta forma locala (punctuald) a ecuafiei de continuitate $i exprima faptul
ca in regim permanent , Tn absenta surselor , variatia debitului masic specific este nuld in orice punct .In
cazul regimului nepermanent vom observa ca masa fluidului aflat la un moment dat in volumul de control

Veste:

m= [ pav (4.12)

Cum volumul de control este prin definitie fix variatia masei de fluid continutd in volumin

intervalul de timp 4¢ implica numai variatia densitatii acestuia .- Avem deci :

. Amo IP‘]"
lim — = lim
vioo Af Viao At

3
=—Z [pd 4.13
P ;fptv (4.13)

unde scminul - este dat micSorarii masei.
Variatia masei de fluid ce strabate supralata S a volumului de control in intervalul Ar este data de
ecuatia (4.9) $i conform legii conservarii masei trebuic sa fie egald cu variafia masei continuta in

volumul respectiv in acelagi interval de timp . Egaldnd cele doua ecuatii obtinem :

jpv-d}i=—gjpuv (4.14)

S

sau aplicand teorema Gauss - Ostrogradski integralei de suprafata :
P o
[| =+ div(p7) [=0 (4.15)

Deoarece integrala de volum trebuie verificata pentru orice volum obtinem atunci pentru forma

locald a ecuatici de continuitate a masei Tn regim nestationar urmitoarea ecuafie :
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g
%’ +div(pv) =0 (4.16)

Obhservalii

0 < - . . . . - - . .
I” [F'orma locala a ecuatici de continuitale poalc fi dedusd dacd vom considera (Fignra 4.2) un
volum de control infinitezimal «/}" de laturi dx . dv . dz . Dilerenta dintre masa de fluid care intrd $i masa

de fluid care icse in intervalul Ar prin [etele paralele cu axa (X ale paralelipipedului este :

Apv.)

£y
—dx |dydzAt = —p (—; dxdydzA1 4.17)
C

pv dvdzAt | pv, +

unde prin v, am notat componente vitczei fluidului pe direclia x .

bo
<
" A%
®les S
-2
| -~ QJ /
l // Al
| EEEV]!)
_PVy - l ?Vy*‘ )
1}1 I Ay
//—,—PV;_ T
» {
/ =
) , |

X

Figura 4.2: Conservarea masei prin volumul de control infinitezimal dxdydz (regim tranzitoriv)

Analog . bilantul masei pe fetele paralele cu axcle ()Y $1 OZ are expresiile :
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- p—L dxdydzA
!
(4.18)

&
-p gz drdydzAt

Variafia masei continutd in volumul elementar n acela$i interval de timp At este :

% g/
dm = -- (,alxdvdz)/.\l - dxdydzAt (4.19)
a ’ A

Conservarea masci de fluid in intervalul Ar revine la ¢

( v, del dz Al P Ixdydz M (4.20)
I R i) _wr _
X A k cra ac v

unde, dupa simplificari regasim ecuatia (4.16) .

0 - - . . . .
2° In cazul in care Tn volum existd surse clementare concentrate avand debitul volumetric O,

termenul de acumulare din ecuatia (4.19) se modifica astfel :

p
am = Y n Q| ddydzAt (4.21)

n

iar ecuatia (4.20) devine :
o p .
- dlv(pv) : (dxdydzAt) =4 1 QdxdydzAt (4.22)

In prezenta surselor ccualia de continuitate are deci forma :
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-

1//'\-(;1\') ! (f’/{ = pg) [RRY]

(
Debitele concentrate sunt pozitive cand sunt injectate respectiv negative cand sunt extrase
4.2. Caz particular: tubul de curent.

Fie un volum de control dintr-un tub de curent mérginit de sectiunile S;$i S; . In conditiile

regimului permanent, masa de fluid din volt mul de control se conserva §i avem (Figura 4.3) :

[ovimds + [pv,7,dS + [pv,7,dS =0 (4.24)
52 s,

S

In relatia precedentd am presupus fluidul incompresibil si am notat cu n; , n;, n; versorii

normalelor exterioare la suprafetele S;, S>. S,

Cum suprafata laterala S; este suprafatad de curent avem v, i, = 0 i relatia de mai sus drevinc la
-

v.dS, - {v.ds, =0 (4.25)
Jv.ds, - [v,ds,

s, s2
Daca vom nota cu v; §i v; vitezele medii pe sectiunile S; $i S, obfinem :

viS1 = vaS: (4.26)
sau
Q=0 (4.27)
Cu alte cuvinte Tn regim permanent , debitul volumic dintr-un tub de curent se conserva .
In cazul regimului nepermanent se consideré un tub sublire $i fie doud sectiuni ale volumului de

control (Figura 4.3) in intervalul de timp & diferenta dintre mascle care circuld prin suprafefele S; §i S;

este :
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Veu

3
a(pva) - [pVA + E(pr A)a'l]é‘r =-= (pva)disn (4.28)

unde prin dl am notat elementul infinitezirnal al liniei de curent .

Figura 4.3: Conservarea masei intr-un tub de curent.

Aceast3 diferenta trebuie sa fie egald cu masa acumulatd in unitatea de volum de control in

acela$i interval de timp & :
Aam = A(pA)dl (4.29)

Scriind bilantul pentru intervalul de timp & obfinem :
a
2 (pvA)dise = A pA)dt (4.30)

§i trecand la limit3 pentru ot — 0 :

g(pVA)=-§(nA) (4.31)
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I cazul densitatii constante relatia precedenta se simplilica :

N AVA
n_Aav) _, (4.32)
a a

Se observa ca daca aria tubului variaza n timp , ecuatia continuitatii indica o variatie
corespunzatoare a vitczei . In conditiile regimului permanent 84/t -0 gi oblinem din nou continuitatea

debitelor.

4.3. Conservarea impulsului.

Reamintim ¢a legea a doua a dinamicii poate fi formulatd nu numai Tn termeni de forte $i
acceleratii dar $i In termeni de forte st impuls . Fie deci un sistem de n puncle materiale asupra carora
actioneaza un numar de m forfe extcrioare .

Legea variatici impulsului poate fi formulata astfel :

intr-un interval de timp 4t . variatia impulsului unui sistem de puncte materiale este egal cu

produsul dintre rezultanta fortelor exterioare §i timpul Ar de actiune al acesteia :
D FA=4A) P, (4.33)
7 1

unde am notat prin :
p.= v, impulsul unui punct material de masa m, i viteza v,
I, forta exterioard

Daca masele m, se conserva , rclafia precedentd poate fi rescrisa sub forma :

LU ) — A‘-
Z "= Z m/\/_,_ =) m - (4.34)
, Al Al

! 1

gi trecand la limitd pentru Ar — 0 @
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YF =X =m (4.35)
J

In cazul fluidelor se pune problema generalizarii relatiilor (4.35) de la un sistem cu un numar finit
de grad~ de libertate la un sistem cu un numar infinit de grade d libertate , cum este mediul continuu.

Vom considera , pentru Tnceput , mi§carea permanenta a unui fluid ideal $i fie atunci (Figura
4.4a) un tub de curent sublire delimitat de sectiunile 48 $i CD supus actiunii for{elor de presiune P gi

fortelor masice de intensitate pg .

Figura 4.4: Conservarea impulsului intr-un tub de curent

Fie Q debitul volumic ce traverseaza tubul de curent . in intervalul de timp At masa care patrunde

in tubul de curent prin sectiunea AB este : pQAt iar impulsul corespunzator este :

P, = pOv,Al (4.36)

In acelasi interval de timp masa de fluid ce pardseste volumul prin sectiunea CD este pQAt
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avand impulsul :
Py = pQv, At (4.37)

Variatia impulsului in unitatea de timp este atunci :

__=pQ(‘_’z - gl) (4.38)

Daca notam cu Mg masa de fluid din volumul de control atunci legea variatiei impulsului accstei

mase arc forma :

pO(7, -¥,) = Mg+ P (4.39)

De remarcat faptul ¢d termenii din membrul stng au dimensiuni de forfd $i atunci din diagrama

vectoriald putem deduce rezultanta forfelor de presiune 7 .

Rezultatul precedent poate fi gencralizat pentru orice volum de control V', marginit de suprafata

IFie dS un element de suprafatd avdnd versorul normalei exterioare it . Bilanful masic prin

aceastd suprafata in unitatca de timp este :
dg = pdSv -7 = pv - dS (4.40)
iar variatia impulsului acestei mase in unitatea de timp este :

dp=dq-v=p(7 dS)v = o(v-R)¥-dS (4 41)

unde am notat prin dS vectorul suprafa{d corespunzatoare.
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Integrand pe intreaga suprafatd S cc margineste volumul de control ¥ legea varialici impulsului

are forma :

[o(v-7)vds = [pgav + [ prds (4.42)
S 14 S

in ecuatia (4.42) primul termen din membrul drept reprezinta rezultantele forfelor masice ce
actioneaza asupra volumului de control iar al doilea termen reprezinta forfele exterioare , de presiune
distribuite pe suprafafa S ce marginegte acest volum .

Se observa ca teorema variatiei impulsului nu necesitd decdt cunoagterea distributiei vitezelor
sau a presiunilor pe suprafata S ce margine$te un anumit domeniu . Aplicarea ei este independenta de
procesele ce au loc in interiorul acestei suprafefe : pierderi prin frecare vscoasd , turbulenta, etc .

In cazul proceselor nepermanente generalizarea teoremei variatiei impulsului trebuie s& ia In
consideratie masa actumulata Tn volumul de control Tn unitatea de timp . Printr-un rationament
asemanator cu cel precedent in cazul ecuatiei de continuitate variafia impulsului corespunzator masei

acumulate este :
a
J3(m
$t legea variafiei impulsului devine :
| g(pv)dV + [ o5 -m)vds = [ pgav + [ pads (4.43)
v 4 v s

Ca o aplicafie vom regdsi ecualia (4.39) pentru un tronson al unui tub de curent ca un caz
particular al formulei generale (4.42) al legii variatiei impulsului .

Convorm figurii 4.4 avem :

[p7-7)vds = [pv(v-m)dS + [pn(v-A)dS +
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[ov(v-n)as + [ po(F-H)as (4.44)
cD DA

Deouarece vitezele sunt tangente la liniile de curent produscle v -7 sunt nule pe suprafefele BC $i

DA.

Dacad vom considera suprafefele AB $i BC suficient de mici astfel incat vitezele sd fie constante

termenii corespunzdtori acestor suprafefe sunt :

pi'(V -n)[dS =pVS-V =07 (4.45)
S

Relatia (4.44) revine atunci la :

[V (V -#)as = o7, - 1,) (4.46)

unde semnul - apare datoritd unghiului de 180° fAcut de ¥; cu normala exterioara .

Fluidul fiind incompresi» il masa confinuta in tronsonul de tub de curent este constantd §i avem :

[ ogav = Mg (4.47)
vV

In final dac& notdm cu :

P = [ prds (4.48)
S

rezultanta forfei de presiune , ecualia (4.44) devine :
oF,-7)=Mg+P (4.49)

identica cu ecuatia (4.39)
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Cazul mediilor poroase

In cazul mediilor poroase fluidul nu ocupa decit o parte din volumul de control. Fie n
porozitatea mediului definitd ca raportul dintre volumul porilor §i volumul total al probei.

Pentru a formula ecuatia de continuitate in mediul poros vom reconsidera un volum de
control infinitezimal de laturi dvdydz. Atunci masa care patrunde prin suprafaja dydz in intervalul
A este: npv.dydzAi, iar diferenia dintre masele de fluid care intrd, respectiv pardsesc volumul de

control prin suprafefele paralele cu axa OX este:

3 Olnpv
npv, dydzAt - [npvl + (—Q%i—vi)-dr}/ydzm =- f--(—'%i-‘i) dxdydzAt (4.50)
( (
Analog diferentele dintre masele de intrare i iegire pe fejele paralele cu axele OY si OZ au
expresiile:
3]
—-— v MxdydzAt 4.51
respectiv;
A
- {- (npv, MdxdydzAt (4.52)
0z

Pe de alla parte masa acumulata in volumul de control in acelagi interval de timp este:

A(pn)ixdydz Bilanjul masic are atunci expresia:

A
-2 (npv, ) + 2 (npvv ) + ﬁ(npv, ) dxdydzAl = A(pn}lxdydz (4.54)
ox oy oo

Dupa simplificari i trecand la limita pentru 4¢, objinem ecuatia de continuitate in cazul

meditlor poroase:

div(np\"’) = —gt (np) (4.54)
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5. DINAMICA FLUIDELOR.

Daci in cazul unui fluid in echilibru vascozitatea nu intervine, in cazul miscarii vascozitatea
joaca un rol determinant. Ca si in cazul legilor de conservare vom utiliza descrierea Fuleriani a
migcdrii. Vom deosebi doud categorii de fluide: fluide ideale sau ‘uscate ' in care vascovitatea este
neglijabild. Miscarea acestora este descrisa de ecuatia Euler care este o consecinia a legii lui
Newton aplicate unui volum de control infinitezimal. A doua categorie o reprezintd fluidele reale,
vdscoase pentru carc migcarea este descrisd de ecuatiile lui Cauchy, care exprimi relatia dintre
componentele acceleratiei unei particule de fluid si ale tensiunilor exercitate pe fetele acesteia. in
cazul unui fluid Newtonian ecuatiile Cauchy se reduc la ecuatiile Navier — Stokes in care accclerafia

particulei este functie numai de viteza si de presiunile exercitate pe fejele acesteia.
5.1. Fluidul idcal. Ecuatia Euler.

Dupa cum am aratat in cazul fluidului ideal vascozitatea este negljabila. Componentele
tangentiale ale tensorului tensiunilor sunt in acest caz nule iar singurele forje care actioneaza asupra

fluidului sunt forfele de presiune hidrostaticd p, normale pe suprafata acestuia.

LI
NIRRT EEN'
L L 3 dx
op dx L P T
P-3x T T op =
— L
Friftd

oP d
¥ 1
Figura 5.1: Distribufia for{elor pe laturile unui element infinitezimal

Daca vom considera (Figura.5. 1) un element infinitezimal de laturi dx $i ¢y avind presiunca in

centrul de masa p, atunci presiunile pe laturi vor fi:
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o dy

Pt oA . pe laturi paralele cu axa OX (5.1)
oy 2

respectiv:

pit é‘;—’ . 42—)‘ , pe laturi paralcle cu axa OY.

Rezultantele fortelor pe cele doud axe F;, respectiv F, vor avea expresiile:

F,=(p—§%)dy‘(’”%%)dyrgdx'dy (5:2)

Fy =—%dx-dy+pgdx-a‘y

Conform legii a doua a dinamicii rezultanta fortelor aplicate unei particule este egala cu

produsul dintre masa si acceleratia acesteia. In acest caz deci acceleratia este exprimata de derivata

totala a vitezei si avem:

DV, P
Ldx-dy =~—dx-d
P Dt y & y ‘5
DVydx qjdx dx ey
P D -dy——@ -dy + pgdx - oy
sau. ‘vectorial:
vV
p—'l;’ —gradp+ pg (54)

-

Explicitind derivata totala obfinem forma definitiva a ecuatiei lui Euler:
p%=—gradp+pg—(l7-V)l7 (5.5)
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5.2. Fluidul vascos. Feualtiile lui Cauchy,

Vom considera descricrea culeriana a miscarii §i fie un volum oarecare de fluid v mirginit de

suprafata S. Ca si n cazul fluiduiui ideal acceleratia unei particule de fluid este descrisa de derivata

substanjiala D V/Dr iar produsul masa - acceleratie al fluidului din domeniul are expresia:

DV
v (5.6)

Dupa cum am arétat in paragraful precedent fortele exterioare sunt alcatuite din forte masice
distribuite pe volum si forje de legatura distribuite pe suprafata S. Atunci, rezultatele fortelor

masice sunt date de relatia

E = ngdv (5.7)

Pentru determinarea rezultantei fortelor de legituri si considerdm un element de suprafata dS

pe care actioneazi forfa T . Atunci pe intreaga suprafati fortele de legaturd vor avea rezultanta

j?cosadS = I?z",,dS (5-8)
S N

unde am notat prin ¢ unghiul dintre normala exterioara i forfa T iar prin T, proieciia acestei forfc
pe directia normali. Prin aplicarea teoremei Gauss - Ostrogrodski integrala de suprafa(a se

transformi in integrald de volum:

ST

TdS = |divTdV = [( 2y ‘)dv (5.9)
[Tas=JaTav = | 5+ 57+ 3
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unde 7,,T,,T, reprezintd componentele forfei T.

In consecin}a ecuatiile de migcare au expresiile

DV .
J(—Ep+pg+divT")dv=0 (5.10)
;

Cum integrala este nuld independent de volum avem in definitiv

D 1 =
Z = g+—divT. =0 (5.11)
f p
Sau
DV i\(ar, o, o
et LN ir B et 5.12
Dr g+p(a+@ +&) (5.12)

Ecuatia de mai jos descrie migcarea unui fluid viscos in domeniul V i este datorati lui

Cauchy.

Proiectia pe axe a acestei ecuatii conduce la sistemul de ecuatii de migcare

DV, 1(&,, o, é‘ru)
=gt |t t o
Dt P& & a
DV >, &, O
y=gv+l( )¢+ ”+ ”) (5]3)
Dt Y p\a& & &
DY, _ +L(é&_+i’z+&)
D 85 Ua " a
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5.3. Ecuatiile Navier-Stokes.

Din punct de vedcre fizic tensiunile exercitate pe suprafata luidului sunt reprezentate de
presiunile hidrostatice, orientate normal pe suprafata si forjele de frecare vascoasa. In consccing
componentele normale 7., 1, , 7 pot fi descompuse in 1, =-p+1*;.

Semnul - al presiunilor este datorat orientarii lor fafd de normala exterioara. Prin t*, am notat

componcntele normale ale tensiunilor vascoase.

Fara a afecta generalitatea vom considera o problemi bidimensionala gi vom rescric sistemul

de ecualii de miscare:

-_— —_—g‘+_ —_— —— +.._ —

Dt P\ & & p\ & & & S 1)

DV, 1(ox, or, 1 o ér, o, >
=g +—| Q= +t 3 |=g+t— |-+t =+

Dt pl& & PN 3 & &

Conform legii lui Newton, pentru un fluid vascos tensiunile tangentiale sunt proporfionale cu

vitezele de deformatie. Avem:

< A &
‘., = y((_,;_+_)_) (5.15)

[.a randul lor tepsiunile viscoase normale sunt proportionale cu vitezele de deformatic

normala si relatnie lui Newton devin:

: v, & .
6 = y(’—+) =2pSt (5.16)

Inlocuind expresiile tensiunile in ccuatiile Cauchy obfinem:
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DYV 1 p ARSI
—t=g -2 =+ + =
oS T pa At Hag Ty i
. AN
) l_(k+ AV, (i}l)+ a[(ﬂlr" o {
Boa e T M ala T
$i
DV 1
-7)'—'=g,_;-%+uv V, +'ud((dlvi') (5.18)
Analog pentru componentele pe y §i z
DV ] (7
respecliv
DV, !
D T, %"#V’V’ +ﬂ—(dw V)

Ecuatiile (5.18) si (5.19) deduse independent de Stokes st Navier descriu migcarca fluidului
avand ca necunoscute campul vitezelor.

In forma vectoniala ecuatiile Navier-Stokes au expresia

DV 1 o o
——=g-—grad p+ uV’'V +pV(div V) (5.20)
Dt p

sau, {indnd seama de expresia derivatei totale:

DV 1
——=g-—gradp- (V
P

- VYW + uVV + yv (divi) (5.21)

Se observa ci in cazul fluidelor perfecte (1=0) ecuatiile Navier-Stokes se reduc la ecuajia

Euler:

=g-—gradp-(V -V )V (5.22)
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Dacii procesul este stajionar ecuatia lui Euler devine

7

jl-—l&’ra(ll)_(i;'i?)/—’ (52”
P

5.4. Aplicatii

I. Miscarea printr-o fisurd.

Figura 5.2. Migcarea fluifelor printr-o fisura planda
Sa consideram o fisurd cu deschiderea constantd e, avand perefii paraleli cu planul Y0/Z,
(Fignura 5.2.). In cazul unui proces stajionar migcarca este uniforma in lungul axei OZ iar

componentele vitezei devin:

Vy=V, =0 (5.24)
V.= 0

Datorita viscozitatii viteza variaza in planul XOZ astfel incat:
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vV
“£0
Py #
N & (5.25)
2 = z = 0
&y &
Cu aceste observatii ecuatiile Navier-Stokes capétd forma simplificata:
»_>_,
7.9
4 (5.26)
gj——,quVz +pg=0
Tindnd seama de relatia (5.24) ultima ecuatie devine:
& PV,
- = R y . 7

Cum termenul din stanga depinde doar de z iar cel din dreapta doar de x, egalitatea lor este posibila

numai in cazul in care amandoi sunt egali cu aceiagi constanta:

d dp
LT _c
x dz
s
>V dv,
Hoa —pe=n - g=C (5.28)
Ultima ecuatic se integreaza prin separarea variabilelor. Avem:
d'v, _C+pg
=
.k c o (5.29)
+
V== & v Ca+C,
' 7

Constantcle C; si (> — se objin din conditiile de margine conform cirora viteza fluidului la

contactul cu pereii fisurii este nula:

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



72

V,(x=0)=V,(x=e):0 (3.30)

Aceasta revine la;

C+pg (5.3

y = CEPE (2 ) (5.32)

Sc obscrva ca, in orice scefiune paraleld cu planul XOZ profilul vitezelor este parabolic. Daci

vom considera un tronson de 13jime b atunci debitul Q) carc traverseaza secjiunca arc expresia:

()= ]’V,bfuzbgf—‘i"?'- e b (C+ )k’ (533
o 2u 3 2 12,1

n

Cum gradicntul presiunii este constant termenul din paranteza devine (conform primei ecuatii 5.28):
Ctpg P/t pp= gradp + pe - grad h (5.34)
undce A este nivelul piczometric definit de:
h p+pg
2. Mi;_'curca intr-o conductd orizontald.

Vom cosidera (Figura 5.3.) o conducti cilindrica dc raza ry, orientat in lungul axer Ox.

Reserisd in coordonate cilindrice ecuatia Navier - Stokes (5.27) capita forma:
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E?—)— (ajy’.’_l.ﬁ)_-fi,i(.d/ﬁ) 5.35
a AN a "y a) rala (5.35)
r\ / ;—_“.

" ( —

/ \\ —

Figura 5.3: Miscarea fluidelor printr-o conductd circulard

Ca si in cazul precedent, al curgerii printr-o fisurd, observidm ci termenul din stinga al ecuatiei
(5.35) este functie doar de x, iar termenul din dreapta este functie numai de raza r. Egalitatea este

posibild doar in cazul in care fiecare din cei doi termeni este constant. Avem:

dp

dx_c (5.36)
u d( é‘V,)

Z2.210,. = 37
r dr d a ¢ (5.37)

Inteérarea ecuatiei (5.37) conduce la expresia vitezei in forma:

dr—Zp

‘C 2
% =ﬁ+Czlnr+C,

r

¥, o

r

+C,
(5.38)

Constanta C; este nuld deoarece viteza trebuie sa aib3 valori finite inclusiv in axul tubului. De
asemeni, modelul newtonian al curgerii impune ca viteza s3 aiba valori nule la contactul cu pereii

tubului. Aceasta revine la conditia de margine:

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



74

r=ro ;v,=0

. Cro2 N
C=- (5.39)
4u
[nlocuind valorile constantelor obtinem in final:
C
V=:;(r2—r02) (540)
sau, conform ecuatiie (5.36)
ri_p?
V= L grad 5.41
4 graap (5.41)

Se observé ca distribufia vitezei in lungul razei este parabolicd, cu valori maxime in ax.

Expresia debitului se obtine prin integrarea vitezelor pe sectiunea tubului:

4

Q0= IV(27r)dr = 2—”graa’p = gradp I(rz - roz)dr = Eo—gradp (5.42)
0 4u 0 4u

Vom face observatia ci, intr-o primi aproximatie (grosierd, de altfel) porii sau fracturile
rocilor pot fi echivalate cu o distribufie uniforma de » conducte cilindrice, respectiv de n fisuri plan
- paralele Vom defini atunci porozitatea med uluiw, raporul dintre aria golurilor si aria totala de

curgere A. Avem atunci:

W= "’: (5.43) |
pentru ‘mediul poros’, respectiv
@ = ? (5.44)

pen ru ‘mediul fisurat’.
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Neglijand pentru moment fortele masice din relatia (5.33) debitele pot fi puse atunci sub

forma:

C
Q= A;gradp (5.45)

Acceastd relatie sugereazi ci migcarea fluidelor in roci este caracteriztd de urmatoarele aspecte:

- fortele generalizate, care pun in migcare fluidul sunt reprezentate de gradientul presiunii, iar
debitul - efectul actiunii lor - este proportional cu acestea,

- debitul este invers proportional cu viscozitatea fluidului i proporfional cu aria totala de
curgere A;

- debitele sunt proportinale cu un factor C, caracteristic geometriei discontinuitatilor, avind

expresia:

C=—2 (5.46)

(5.47)

pentru ‘mediul fisurat”.
Asa cum sc va ardta in partea a doua accst rezultat a fost demonstrat experimental de catre

Darcy, iar ecuatia (5.45) reprezinta legea de migcare a fluidelor in medii poroase sau fracturate.
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6. ECUATIA BERNOULLI.

Ecuatia Bernoulli exprima conservarea energiei mecanice a unei particule dintr-un fluid
ideal ce se misc# in lungul unei linii de curent. Rezultatul poate fi ins4 aplicat si in cazul unui tub
subtire de curent. Legea Bernoulli introduce notiunile de sarcind gi nivel piezometric, marimi
esentiale in hidraulicd. Generalizarea rezultatelor pentru probleme bidimensionale este posibila

numai in cazul cAmpurilor irotafionale.
6.1. Miscarea in lungul unei linii de curent.

Se considerdm o linie de curent Tn migcarea unui fluid ideal $i fie f versorul tangentei la
aceasta curba intr-un punct oarecare . Daca procesul este stafionar , migcarea fluidului este

descrisa de ecuatia Euler (5. 5. ) pe care o vom rescrie pentru claritatea prezentarii :

§—%gradp—(v-V)v=0 (6.1)

Sa proiectdm tofi termenii ecuatiei Euler pe directia ¢ .

9

Figura 6.1
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Daca axa OZ este orientald vertical in sus atunci proiectia acceleratici gravitatici pe directia

teste (Figura6.1) :

d
g =|g|cosa=|g|;f (6.2)

Cum proiectia gradientului pe o directie este derivata functiei scalare dupa acea directie | al

doilea termen din ecuatia Euler devine :

1 1
- —gradp'l = ——i (63)
p pa

In fine cel de-al treilea termen din ecuatia (6.1) se transformd utilizand identitatea :

1
(V-V)x7=5gradv2 -V x rotv

Proiectand fiecare termen al acestei ecualii pe directia ¢ obtinem :

1 1 dv’
—2-gradv2|’ =5j:7- (6.4)

respectiv :
Vxrotv|, =0
deoarece vectorul Vv x rotv este normal pe viteza v .

Atunci inlocuind cei trei termeni (6.2 , (6.3) , (6.4) in ecuatia Euler (6.1) obtinem in

definitiv :

dz ldp dv’
d ldp v

— L0
Igldt pdt+d12
sau :
d 1 v?
— —p+—|= 6.5
dt[gz+pp+2j| 0 (6.5)
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Denarece hndul este incompresibil densitatea rAmane constanta in hingnt bnic de Gnene g1

cemnfia precedentd se mtegreaza imediat

2
P \4
+—+—=C
244 o 2 i
unde C; este o constantd . Impartind cu g astfel Incat termenii sumei s3 aibd dimensiuni de
lungime obtinem forma definitiva a ecuatiei Bernoulli conform cérea pentru un fluid ideal in reyim

stajionar, in lungul oricarei linii de curent :

p . v
2+—4+—=H (6.6)
Prg zg8
este constantd . Constanta H poartd numele de sarcin8 hidraulic8 totald . Semnificalia fizica a
sarcinii hidraulice precum §i a termenilor care o alcétuiesc rezultd din analiza bilanfului energetic in
lungul unei linii de curent gi s3 fie prezentatd in paragraful 6.2.

Observalii

1:=0

Figura 6.2: Migcarea unei particule in lungul unei linii de curent.
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1°. Ecuatia Bernoulli poate fi dedusa direct , din ecuatia de migcare a fluidului , f3rd a mai
recwge la ecuatia Euler. Fie (Figura 6.2) un volum infinitezimal de arie d4 $i lungime 4S5 , care
infdgoard o linie de curent .
Componcntele forfelor ce actioneaza in lungul liniei de curent sunt :
- forfe de presiune pdA- (p+dp)dA= -dpdA
- componenta preutdtii -dAdSsina=-dAdSpgdz/dS= -pga 1dz

In lungul liniei de curent acceleratia volumului infinetezimal are expresia :

. , dv
$i deoarecc procesul este stafionar P 0.

Cum masa volumului elementar este pdA4d/ , atunci conform legii lui Newton migcarea

acesteia este descrisa de ecuafia :
d
Py gdz +vdv=0 (6.7)
p

Scrisa Tn forma (6.7) ecuatia de migcare a fluidului se mai nume$te §i ecuatia Euler
monodimensionala .

Deoarece fluidul este incompresibil aceastd ecuatie se integreaza ugor . Avem :

2
d(—p-+v—+z)=0
rg 28

Regadsim astfel ecuatia (6.6) .

v2

— 4+ — + 2z =0nsl.
rg g
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0 - . . . . s . - . . .
2". Termenii ecuatici Bernoulli au dimensiuni de lungime . Daca inmultim ecuatia (6.6) cu ;5
atunci termenii ecuatiei vor avea dimensiuni de presiune , iar constanta din membrul drept va avea

altd semnificalie fizicd . Avem :

3

p+pgz+ =const.=C 6.7

[ 3]

Fie z cota centrului de masa a volumului elementar fatd de un referential oarecare
(Figura 6.3) .Termenii ecuatiei (6.7) reprezinta atunci :
p  : presiunea statica
prz : presiunca de pozitie

pv’

> :presiunea dinamica iar constanta C se numegte presiunea totald a fluidului .

Tn termeni de presiune legea Bernoulli poate fi atunci formulat3 astfel:

Pentru un fluid idcal in conditiile curgerii stationare suma presiunilor statice , dinamice §i de
pozilie este constanta in lungul oricdrei linii de curent.

3°.Asa cum a fost dedusi relatia Bernoulli este valabild numai In lungul unei linii de curent
. Daca consideram o linie de curent vecind cste de presupus cé fiecare din componentele presiunii
variazd . Suma cclor trei presiuni ramane constanta in lungul acestei linii , dar valoarea constantei
se schimba. S& considerdm Tnsd un tub de curcnt subtire astfel incat :
- sectiunea dA este suficicnt de mica astfel incat atat variatiile cotei z cat §i ale presiunii in orice
punct al supraletei sa fie neglijabile ;
- migcarea fluidului sa fie uniforma ;

In aceste conditii constanta din membrul drept al ccuatiei (6.7) nu se modifica §i legea
Bemnoulli poatc fi generalizata pentru un tub subtire de curent :

In cazul miscarii stafionare a unui fluid ideal presiunea totald in lungul unui tub de
curent este constanta .

6.2. Scmniﬁ"cagia cnergeticad a legii Bernoulli.

Sa considerdm, pentru claritatea demonstratiei , un tub subtire de curent pe care il vom
asimila cu un volum de control . La momentul ¢ (luidul ocupd domeniul I+ R iar la momentul £+dr
domeniul R4 E'. (Figuea 6.3) .

I'iind vorba de migcarea unui fluid ideal Tn regim stationar ecuatia de continuitate are forma:
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v,dA /=deA2 (68)
sau :

Adx;=A,dx; (6.9)

unde dx; $i dx; sunt distan{ele parcurse de sectiunile 4; $i 4; In intervalul de timp dt .

Figura 6.3: Conservarea energiei in lungul unui tub de curent

Fie Fi=p;A, respectiv F>=p,A; forlele exterioare (de legdturd) exercitate asupra sistemului
(fluidul din volumul de control) .

Conform teoremei energiei mecanice variatia energiei totale a unui sistem intr-un interval de
timp este egald cu lucrul mecanic al forfelor exterioare . La momentul  energia totald a sistemului
este E/+Eg iar la momentul 1+dr , Er+Er unde am notat cu E;, Eg , Er energia corespunzdtoare

volumului /, R, E .In intervalul dt variatia energiei totale AE va fi deci :

AE=EE+ER-(ER+.EI) =F¢ - E, (610)
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Energia in volumul / fiind suma energiilor cinetice $i potenfiale ale fluidului cuprins n acest

volum avem :

2

v
E, =pA,dx,7'+pgA,dx,z, (6.11)

In mod asem3ndtor energia fluidului din volumul E are expresia

2

v
E. = pA,dx, 7’ + pgd,dx,z, (6.12)

astfel incat variafia energiei totale in intervalul de timp dr devine :

2 2
AF = pA,(bcz(-‘%- + gzz) - pA,dx,(V—z'-+ gz,) (6.13)

In acest interval de timp lucrul mecanic al forfelor exterioare este :
L = Fidx, + Fydx; =p/A/dx, -p;Ade; (6.14)

Egaland lucrul mecanic al forfelor exterioare cu variatia energiei totale §i regrupand
termenii obfinem :

2 2
1%

v
pAzdxz(_zz' + gzzj = pyAydx, = pAldxl(El- + gzl) - p,Adx, (6.15)

Prin impdrtirea cu ¢ §i tindnd seama de ecuatia de continuitate (6.9). relatia (6.15) ne

conduce la forma (6.6) a ccuatici Bernoulli :

2 v2
AT TR £ R R 7 (6.16)
28 pg 28 g
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Trebuie remarcal cd ecuatia (6.16) a fost obtinutd prin impartirea ecuatici (6.15) la un

produs de forma pgAdx , care reprezintd masa de fluid care s-a migcat in intervalul de timp df .

| Rezulta astfel semnificatia fizica a constantei H denumita sarcina hidraulica , din legea lui
Bernulli @ ea reprezinta energia specificd a unitatii de greutate a fluidului in miscare si are trei
termeni:

- energia potentiald gravitationald specificd z ce reprezinta lucrul mecanic necesar ridicarii
unitdtii de greutate de fluid la cota z,

- energia potentiald de presiune p/pg §i reprezinta lucrul mecanic pe care il poate efectua
unitatea de greutate de fluid sub actiunea forjei de presiune. Acesti doi termeni alcatuiesc energia
potentiald totald a unitatii de fluid §i caracterizeazd configuratia sistemului la un moment dat.

- energia cinetici v’/2g care reprezinta lucrul mecanic necesar pentru a imprima unitatii de

greutate viteza v.

linie energetica

Plezomerr,'ca-

S
o
ATANAIRNANACRURNRNRANY

nivel de referinga' 1=0

Figura 6.4: Liniile de sarcind energeticd §i piezometricd.

In mod analc;g putem stabili $i semnificatia energeticd a formei in presiune (6.7) a ecualiei
Bernoulli . Dacé vom simplifica ecuatia (6.15) cu produsul Adx , conform ecuatiei de continuitate

(6.9) obtinem :

2 2
I3

’7;' +pgz|+p.=-p;—’+pgzz+pz=w"sf-=ﬂ (6.17)
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Tindnd seama de faptul cé produsul Adx reprezintd volumul de fluid carc s-a deplasat in
timpul dt presiunea totald /7 reprezintd energia specifica unitatii de volum .

Indiferent deci de forma Tn care este scrisa legea lui Bernoulli nu reprezinta altceva decat o
forma a legii conservarii energiei pentru un fluid ideal .

Fie atunci douad puncte oarecare A4 $i B ale unci linii de curent unde am plasat doud tuburi
piezometrice (Figura 6.4) . Sarcina hidraulicd H fiind constanta este atunci reprezentata printr-o
linie orizontald , paraleld cu nivelul referin{d z=0 , linie denumit& nivel energetic sau linie
energeticad .Indllimea h=p/pg la care se ridicd apa in tubul piezometric , denumita cota
piezometrica reprezintd indlfimea unei coloane de fluid a cdrei presiune hidrostatica echilibreaza
presiunea fluidului in punctul respectiv .Curba ce une$te punctele z + p/pg , punctele ce definesc
energia polentiala totala reprezintd linia piezometricd . De remarcat faptul c linia piezometrica
poatc fi masuratd direct .Diferenfa dintre nivelul energetic $i linia piezometrica reprezinta nivelul

cinetic - energia cinetica specifica unitatii de greutate In punctul respectiv .

Figura 6.5: Curgerea printr-un orificiu.
6.3 Aplicatii alc ecuatiei Bernoulli

Dintre numeroasele aplicatii ale relatiei Bernoulli vom prezenta doar cateva §i anume acelea

care permit masurarea directa a unor parametri.
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Formula Toricelli .

Fie un rezervor prevdzut cu un micro orificiu la partea inferioard . Rezervorul este suficient
de mare astfel incat pozitia suprafefei libere sd nu se modifice In intervalul de timp considerat .
Daca h este Indltimea la care se afla orificiul de suprafafa liberd ne propunem sa calculdm viteza
fluidului la ieSirea prin orificiu in urmétoarele ipoteze :
- tot fluidul participa la migcare
- jetul format la iegirea din orificiu prezintd o zona contractaté Tn care curgerea este uniforma
(Figura 6.5).

Atunci Tn lungul oricérei linii de curent a orificiului - de exemplu BC - cota $i viteza v fiind

constante presiunea este constantd $i egald cu presiunea atmosferica po.

[Ludnd ca nivel de referintd orizontala BC atunci aplicdnd legea Bernoulli pentru linia de

curent A5 avem :

Pa Ya,  _Po Vs (6.18)
re o 2g pg 2g

Cum suprafata liberd a fost presupusd imobild v, = 0 $i oblinem pentru viteze la iegire :

v, = \[Zgz +z”—f'-;—ﬂ’- (6.19)

Cazuri particulare :
a. Curgerea unui lichid : in acest caz se alege presiunea atmosferica drept presiune de

referintd. Atunci po=0 $i relatia (6.19) devine :

v=y2gz (6.20)

cunoscutad $i sub numele de relatia Toricelli .
b. Curgerea unui gaz : densitatea gazului fiind redusd , termenul gravitational din formula
lui Bernulli poate fi neglijat,atunci obtinem :
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vz‘/zﬁ‘—if"— (6.21)
p

2 Fenomenul Venturi

Vom considera o conducté orizontald cu sectiunea variabild in care curge un fluid sub

presiune . In cazul in care viteza este constantd in lungul oricarei sectiuni , conducta poate fi

echivalatd cu un tub de

curent .

Figura 6.6: Tub Venturi

Fie doua sectiuni oarccare A $i B, S« > Sp (Figura 6.6) . Conform ecuatiei de continuitate avem :
Q = ”AL?A :VBAS'E (622)

Cum S > Sp rezultd imediat cd@ Vp >V, . Pentru acelea$i sectiuni legea Bernoulli are

expresia ;

2 2 2
Pys VY4 Vs  Ps

-4 - £e (6.23)
pg 28 pg 2g
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Deoarece Vy< Vg rezulld imediat ca py > pp . Fenomenul Venturi poate fi atunci formulat
astfel Intr-o conductd cu sectiune variabild , presiunea static3 cregte in timp ce viteza fluidului
scade o data cu sectiunea conductei .

Daca in cele doua sectiuni A $i B deschidem doud puncte de prizé , cele doua piezometre
montate vor indica diferente de presiune staticd .

Aceste doud piezometre alcdtuiesc un dispozitiv denumit tub Venturi , care permite
madsurarea debitelor .

Elimin&nd vitezele din relatiile (6.22) $i (6.23) avem :

2 2
Pe, Q' _pb, 0O
rg 25,8 pg 25:8

(6.24)

$i

(6.25)

Diferenta p4 -ps este determinaté de cele doud tuburi piezometrice , tofi ceilalti factori

depinzand de geometria conductei §i sunt de aceea cunosculi .

linie de stagnare
/’—\/

/"—'\_/

Figura 6.7: Punct de stagnare.
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Observatii

1° Rezultatele precedente sunt valabile numai n mésura In care ipoteza ficuta - echivalarca
conductei cu un tub de curent sublire - este respectatd . Experienta arata Insd ca ipoteza este
valabild doar pentru variaii mici de sectiune: cdnd unghiul @ de racord (Figura 6.6) depageste 7°
vitezele intr-o secfiune nu mai sunt constante.

Pentru valori mari ale unghiului de racord , liniilc de curent se “deslipesc “ de pe peretii
conductei $i curgerea devine local cu nivel liber .

2° Micsorari mari ale sectiunii conduc la micgorari corespunzitoare ale presiunii astfel
incat in cazul lichidelor poate fi depdsita presiunca vaporilor saturanti la temperaturi de curgere
.Lichidul incepe atunci sa fiarba brusc , fenomen denumit cavitafic : bulele de gaz se degaja iar

ecuatia de continuitate scris@ numai pentru faza lichida igi pierde evident,valabilitatea .

-~y ——"—-—:§’ o

IIITTTIITTTTYTTIoT
I?LLL ‘;
\
\

Figura 6.8 Presiunile intr — un punct oarecare ( M) si intr-un punct de stagnare (S)
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Punct de stagnare . Tub Pitot .

Daca Intr-un fluid Tn mi§care permanentd se afld un obstacol solid liniile de curent vor fi
divergente,ocolind obstacolul . Existd atunci un punct S (Figura 6.7) care separd cele dou#

directii de curgere $i n care viteza fluidului este nuld .

Acest punct In care viteza fluidului se anuleazd se nume§te punct de stagnare §i exista
intotdeauna o linie de curent care este limitatd de acest punct . Fie un punct oarecare M al acestei

linii . Ecuatia Bernoulli scris@ pentru acest punct $i punctul de stagnare S devine (Figura 6.8) :

M

Pyt P82+ P = ps + PBZ,\, (6.26)

Fie AB linia de sarcina corespunzatoare acestei linii de curent . Atunci un piezometru
deschis in punctul S va masura sarcina hidraulica totald Hs , deoarece in acest punct viteza este
nuld . Un piezometru deschis in M va masura doar suma P, a presiunilor statice §i de pozitie .

Avem:

p
H = ,—ogj— + 2
(6.27)
p
Py = ﬁ tZy
i relatia Bernoulli devine:
2
Var
—+ P, =H; (6.28)

2g

Evident nivelul in piezometrul M este intotdeauna mai mic decat cel din punctul de
stagnare, diferenta dintre ele fiind egald cu presiunea dinamca .
Aceasta observatie sta la baza construirii tubului Pitot , instrument cu ajutorul c8ruia se

masoard viteza fluidului .
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Figura 6.9: Tub Pitot

I:l este alcdtuit dintr-un (b care are o priza de presiune totald ,deschisd In punctul de
stagnare S (Figura 6.9) $i o prizél de presiune statica deschisa in punctul M .
in cazul unui gaz termenii gravitationali sunt neglijabili $i din relatia (6.26 ) deducem :

Ps = Par
fe,

v= |2

Diferenta ps - pys poate i masurald cu-un manometru diferential legat la cele doua prize .

In cazul unui lichid relatia (6. ) conduce la :

"=\/2&’(HS _PM)

diferenta Hs - Py fiind mdsuratd direct de doud piezometre deschise Tn punctele de priza S i M.

6.4. Ecuatia Euler in migcarea bidimensionala

Ca §i in cazul migcdrii monodimensionale ecuatia Euler poate fi dedusd din particularizarea
ecuatiilor Nevier - Stokes pentru un fluid ideal sau direct scriind echilibrul unui element
infinitezimal .

Sa consideram deci regimul stationar al unui fluid ideal . In conditiile unei probleme

bidimensiona'e §i in cazul unei migcari permanente ecuatiile Nevier - Stokes devin :
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1
g - —gradp-(v-V)v -0
P

sat notand cu v, $i v, componentele vitezei :

I & & &,
—— =y 4y
p&x oz
(6.29)
1 & &
e A A
py & ¢
impreund cu ecuatia de continuitate :
&,
@ SRR )\ 6.30
a (6.30)

ecualiile lui Euler (6.29) alc@tuicec un sistem de trei ccuatii care pentru conditii de margine date
permit calculul cAmpului de presiuni §i al vitezelor .
Cu observafia ca in abordarea euleriand acceleratia este descrisa de derivata substantiala a

vitezei , ecuatiile (6.29 ) pot fi deduse direct studiind migcarea unui clement infinitezimal (Figura
6.11).

Acceleratia acestui element cste ;

Dv [i

o=l —(G-V)F]dxafy (6.31)

Tindmd seama de caracterul stationar al mi§carii o 0 componentele acceleratiei devin :

—(V, Dr v ‘%‘J (6.32)
& 3

respectiv
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& &
—(V,’;y+vy Ey‘) (6.33)

Forfele distribuite pe cele doud fete cu lungimea dy a elementului au o rezultant in centrul

elementului avand expresia :

@
= o (6.34)

Similar componentele forfelor de presiune aplicate pe cele doud fete cu lungimile dx au o
rezultanta :% dxdy .Deoarece pe verticald actioneazi si forfele masice de greutate a caror

intensitate este pgdxdy, rezultanta forielor pe verticald este:

%dxdy + pgdsdy (6.35)

Scriind legea a doua a mecanicii pe cele doud directii si findnd seama ci masa elementului

esle pdxdy regdsim ecuatiile Euler (6.1) .

6.5 Ecuatia Bernoulli in cazul miscirii bidimensionale

Ca $i in cazul curgerii monodimensionale , ecuatia Bernoulli rezulta din integrarea
ecuatiilor Euler , pentru regim stationar . Pentru a pune in evidenta diferentialele totale ale presiunii
§i vitezei vom amplifica prima ecuatie (6.29) cu dx $i a doua cu dy . Prin adunarea celor doud

ecuatii obtinem :

(b @ & & ¥, &,
_;(._c;dx+by—dy]=(vx a +vy-?é)—- dx + vx—&—y+vyg dy + gdy (6.36)

L (2l : y
Dacd adundm §i scddem primei paranteze termenul : v, ——dx celei de adoua v, —=dy

&

obtinem dupa rearanjarea termenilor :
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1 d) a’, (j: d’
E(%d"+%d)’)=["x L4y ——’de+(v‘,-—‘+v —y)dy+

(6.37)

v dy-v dx dj'—& +gdz=0
o, 2

Din examinarea rezultatului obfinut constatadm ca :
- membrul stng reprezintd diferentiala totala dp a presiunii

- primii doi termeni ai membrului drept reprezinta Y din diferentiala modulului vitezei V(Vy, V,)

%d(vf + v;)=%d(v2)

N
- termenul (_c;y - _é—:) reprezintd modulul rotationalului vitezelor .

Atunci ecualia precedenta poate fi rescrisa in forma :

d, 1 1
—p+——dv2 +dz=—~|rorvl(v,dy—vydx) (6.38)
Pg 28 g

Integrénd pe tot domeniul de migcare avem in definitiv :

I 1
L +z=H—Elro:v|v,dy-vydx| (6.39)

g 2g

unde prin /{ am notat constanta de integrare .

In cazul in care cAmpul este irotational |rotv| = 0 ecuatia precedentd se reduce la ecuatia

Bernoulli:

A + —l—v2 +z=const.= H (6.40)

g 2g

Cu alte cuvinte in regim stafionar §i in condifiile regimului laminar de curgere energia

specificd H a masei fluidului este constant8 in orice punct al acestuia .
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7 MEDIUL POROS . CARACTERIZARE CANTITATIVA.

Migcarea apei subterane este esential diferitd de migcarea apelor de suprafata prin faptul
cd au loc printr-un sistem de discontinuitéti cu geometrie variabild care alcdtuiesc sistemul de
pori si de fisuri ale rocilor.

Intuitiv putem defini mediul poros ca un mediu bifazic alcituit din faza solida - roca - si
faza fluida - apa, fiteiul , aerul - care curge prin porii rocii . Mediul poros este deci un mediu
discontinuu , continuitatea solidului fiind Tntrerupta de prezenta porilor .

07, ////"//,/
8%
YBW Y,

=
~/ O |

c €

B pios

Figura 7.1: Tipuri de discontinuitdti

In functie de momentul formdrii lor, discontinuitatile rocilor se pot clesifica in
discontinuitdfi primare si secundare. Discontinuitatile primare caracterizeaza in special rocile
sedimentare §i vulcanice si s-au format simuitan cu roca.

Interstitiile sau discontinuitdtile secundare sunt posterioare formdrii rocilorsi sunt
datorate eforturilor tectonice sau proceselor de dizolvare.

Dimensiunile discontinuitatilor prezintd o mare varietate ordinul lor de mérime fiind
cuprins Intre cdfiva angstrémi in cazul defecjiunilor refelelor cristaline, pand la kilometrii in

cazul carsturilor. Figura 7.1 prezintd céteva tipuri de discontinuitafi. Sedimentele cu
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granulometric uniforma (Figura 7.1a) prezintd spatii mari intre granulele solide, spre deosebire
de cele cu granulometrie variabild care au goluri de dimensiuni reduse (Figura 7.1b). Chiar
dacil granulometria sedimentelor este uniforma, volumul total al golurilor poate creste atunci
ciand particulele prezinta ele inscle, discontinuitati (figura 7.1c) ,care poate fi micsorat atunci
cand au loc depuneri minerale in interstitiile initiale (Figura 7.1d). In toate aceste exemple
discontinuitatile prezinta extinderi comparabile pe cele trei directiisi alcatuiesc porii rocii. Spre
deosebire de pori, fisurile si fracturile au extinderi mari pe una din directii chiar daca formarea
lor este datoratd tectonice ({7igura 7.1¢) sau proceselor de dizolvare (Figura 7.1f).

in general discontinuitaile primare sunt reprezentate prin pori iar cele secundare prin
fisuri.

7.1. Caracteristicile mediului poros.

Cantitativ volumul discontinuitdfilor este caracterizat de porozitatea totald (n) a rocii a
cdrei expresie este aala de raportul dintre volumul total al porilor (v,) si volumul total al rocii V.

Avem atunci ;
n=VV,/Vv YA

In geotehnica este utilizata freevent nojiunea de indice a porilor (e) definit ca raportul

dintre volumul totat al porilor (Fp) si volumul matricii sohide ¥y
e=V,/V (7.2)
Intre cele doud marimi ¢ix13 relaiile evidente

i

n—1 (1.3)
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in hidraulica subterana intereseazi posibilitatea fluidului de a circula prin rocd . Va trcbui
deci sa distingem intre porozitatea totala » si gradul de interconexiune al porilor , proprietate care
permite fluidului si circule iar rocii sa fie permeabila . Fie V. volumul porilor interconectati . Vom

defini atunci porozitatea eficace sau cinematicd n., raportul :
n¢f= Vc/ V (7.4)

Marimile precedente au fost definite in functie de volum . Putem definii aceleagi marimi in
functie de suprafata . Si considerdm atunci o sectiure S a mediului poros si s& notdm S, suprafata
totald §i respectiv cu S. suprafata porilor interconectati , intersectate de sectiunea S . Vom defini

porozitatea de suprafaja totala n, raportul :

n = S,/ S (1.5)

[y

In mod analog vom defini porozitatea de suprafata eficace (cinematica) n,. raportul :
ne =S./ S (7.6)

Evident porozitifile de suprafata depind de secfiunea aleasi . In practici se considera insa
in mod tacit ca distributia si dimensiunile porilor sunt pur aleatoare gi descrise de o lege normala .
Atunci porozititile de suprafati sunt independente de secfiune §i practic egale cu cele de volum .

Suprafaja specifica a unui mediu poros este definit ca raportul intre suprafata totala S, a

porilor gi volumul total ¥ al mediului poros :
Sp=8/V [L'] (1.7)
Din punct de vedere al morfologiei norilor var: i - £ dewh ratenest de discontinuitdfi :

- roci poroase propriu zise in care dimensiunile porilor sunt comparabile pe toate cele trei

directii .
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- roci fracturate in care dimensiunile discontinuitatilor pe o directie sunt neglijabile

comparativ cu dimensiunile pe celelalte directii .

Porozitatea rocilor depinde deci de natura acestora de forma gi aranjamentul spatial al
porilor dar si de procesele tectonice si diagenetice care au afectat formatiunea respectiva .
Din acasti cauzi ordinele de mérime ale porozitaii sunt extrem de variate . In tabelul 7.1

sunt prezentate rezultatele misuritorilor efectuate pentru diferite tipuri de roci .

Tabelul 7.1

POROZITATEA TOTALd A ROCILOR

TIPUL DE ROCI POROZITATE %

1.Roci neconsolidate

pietris grosier 24 - 36
pietris [in 25-38
nisip grosier 31-46
nisip fin 26 - 53
prafuri 34-61

2. Roct sedimentare

gresli 5-30
calcare - dolomite 0-20
calcare carstificate 5-50
argile 34 - 60

3. Roci eruptive si metamorfice

sisturi cristaline slab fracturate 0- 5
sisturi cristaline fracturate 2-10
bazalt 3-35
granit alterat 34-57
gubrou alterat 42 -45

Tabelul 7.2 prezinta , pentru comparatic porozitatile totale si cele efective ale mai multor
roci §i dupa cumn se poate observa valorile acestor parametrii difera in mod curent cu un ordin de
mirime iar in cazul rocilor fracturate diferenta este i mai mare .
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Tabelul 7.2

POROZITATE TOTALa sl POROZITATE EFECTIVa

TIPUL DE ROCi POROZITATE TOTAL4a POROZITATE
FFECTIa

nisip grosier 31 -46 10 -15
nisip fin 26 -53 8§ -17
anhidrit 05 -5 0.05 -0.5
creta 5 -20 0.05- 0.5
calcar - dolomit 5 -15 01 -5
sare 0.5 0.1
granit 0.1 0.0005
sisturi cristaline 0 -10 0.00005 - 0.01

Geometria canalelor alcdtuite din pori este puternic neuniforma. Din aceasta cauzi la scara
locald, a porilor traectoriile particulelor de fluid sunt diferite (Figura 7.2a). S3 consideram o
sectiune longitudinald intr-un por si fie L4s lungimea arcului de traectorie a unei particule intre
capetele A si B ale porilor. Dacd /45 este lungimea secmentului de dreaptd AB atunci tortuozitatea

T a porului eate definita de raportul:

T= -f—j (7.8)
@7 M
=352, W
e b

Figura 7.2: Tortuozitatea mediului poros.
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Contorm acestei relafii tortuozitatea cste o marime supraunitari ce caracterizeazd
sinuozitdtile structurii poroase. Cu cdt valoarea tortuozitatii cste mai marc cu atat tracctoriile
particulelor intre doud puncte sunt mai lungi gi implicit timpii de parcurgere a distanielor dintre

aceste doud puncte sunt mai mari.
7.2 Volumul elementar veprezentativ,

in principiu miscarea apei intr-un mediu poros poate fi descrisa utilizand direct legile
generale ale hidrodinumicii, prezentate in capitolele anterioare. Ar fi suricient sa cunoagtem
grosimea tuturor porilor si caracteristicile fizice ale fluidelor pentru a determina, integrand
ecuatiile Nevier — Stokes, distributia presiunilor si a vitezelor. Am aplicat aceastd metoda in
capitolul 5. In cazu! amintit avemn insi de a face cu o structurd simpla, caracterizat printr-o
geometrie si distributie regulata a discontinuitajiolr, Fapt care a permis integrarea cu ugurinta a
cctatiilor Nevier - Stokes. in realitate atat geometria cét i distribuia porilor nu sunt cunoscutecu
precizia cerutd de o abordare dcterminista nici macar la scara unei probe, cu atat mai mult la scara
acviferului. Se pune atunci problema echivaldrii mediului poros cu un mediu continuu in care toate
mérimile sd fie functie de punct. Aceastd inlocuire ar permiie utilizatea directd a ecuatiilor
hidraulicii faréd s3 {inem seama de conditiile locale ale mediului poros.

Operatia de echivalare consta in fapt in medierea pe volum a proprietdtilor si rezultatul ei
depindc atéat de proprictatea aleasd, de pozijia punctului in jurul cdruia se face modelarea st mat
ales de extinderea domeniului pe care se tace medierea.

Pentru exemplificarc vom considera porozitatca unei probe i vom alege un volum s de
dimensiuni comparabile cu ale unui por. Porozitatea obtinnta ar fi valoarea 7,daca am ales spatiul
ocupat de un por sau zero daca volumul respectiv este ocupat de o granuld solida. Dect pentru
probe cu volume mici porozitatea prezinta variajii foarte mari .Daca vom considera probe cu
volume V,, Vs, Vi (figura 7.3) din ce in ce mai mari vom constata insd c@ porozitatea prezinta
variatii tot mai miéi, tinzand citre o valoare constantd. Exista deci o valoare limita (V4 in figura
7.3) dincolo de care porozitatea riméane practic constantd, indiferent de volumul probei. Intuitiv
putem explica rezultatele sintetizate in figura 7.3 prin faptul ci in prima parte a experimentului

creste probabilitatea de a intdlni pori cu volume diferite, astfel incat porozitatea prezintd variatii
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importante. Pe masurd, insa ce volumul de proba cregte, probabilitatea de a intalni noi dimensiuni
ale porilor scade astfel incét pentru un volum limita (¥ in figura 7.3) au fost intlnite toate
dimensiunile posibile ale porilor §i porozitatea raméne éonstanta. Acest volum dincolo de care nu
mai au loc variafii semnificative ale porozitatii se numeste volum elementar reprezentativ al

porozitaii.

)
Nivel microscopic ‘ Mediu continuu
o Mediu
= heterogen Mediu
2 omogen
~N
o
&
a.
Domeniu VER
/ o,
0 -
Vmin Viax Volum

Figura 7.3: Nivele de analizd ale mediului poros

Acelasi rajionament poate fi aplicat oricdrei proprietiti i defini un volum elementar
reprezentativ al proprietdlii respective. Dacd scara la care se face analiza fenomenului este mult
mai marc decat dimensiunea volumului elementar reprezentativ atunci putem inlocui mediul poros
discontinuu cu un mediu fictiv dar continuu in care proprietatile sunt functie continua de
punct. Trebuie subliniat ci ordinul de mirime al volumului elementar reprezentativ variazi atat in
functie de proprietatea respectivd,cét §i de punctul din spafiu in care se face analiza. Spre exemplu
in cazul unei roci poroase cum ar fi nisipul ,volumul elementar reprezentativ pentru porozitateeste
de ordinul centimetrilor cubi. Pentru o roci fractutati insd trebuie considerat un volum de proba
mult mai mare pe;tru a inialni toate dimensiunile posibileastfel incat mediul fracturat sa poata fi
intai echivalat cu un mediu poros §i apoi cu un mediu continuu. Volumul elementar reprezentativ
este in acest caz de ordinul metrilor sau chiar zecilor de metrii cubi.

Sintetizand, deosebim , in cadrul mediului poros, doud nivele de analiza:
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- Nivelul microscopic, local, ia scara porilor in care tinem seama de dimensiunile reale ale
adestora. Mediul este discontinuu §i proprictatile prezintd fluctuatii importante in funcjie de
mirimea porilor.

" - Nivelul macroscopic caracterizat prin parametrii empirici , care mediaza proprietdile
locale, la nivelul microscopic al mediului poros.

Limita de separare dintre aceste dou nivele de ana-izA este datd de volumul elementar
reprezentativ. Acesta este evident mai mare decét nivelul microscopic al porilor der mult mai mic
decat domeniul la care sc face analiza migcarii fluidului.

Dac3 in toate punctele fluidului §i pentru toate proprietatile acestuia putem determina un
volumn elementar reprezentativ putem introduce modelul conceptual al mediului continuu in urma
cdruia echivaldm mediul poros real dar discontinuu cu un mediu fictiv in care insi toate marimile
sunt reprezentate prin functii de punct.

_fn cazul in care exista varia(ii de proprietd}i la scard egald sau mai mare decét cea a
volumului elementar reprezentativ avem de a face cu hetcrogenitdti in distributia proprietdilor

respective.
7.3. Acvifere si sisteme acvifere

Departe de a fi exhaustiva prezentarca facuta in acest subcapitol bazinelor de apa subterani
,se referd doar la prezenturea caracteristicilor generale ala acestora , necesare analizei care
urmeaz3i a fi ficuta in capitolele urmitoare .
Un acvifer este o formatiune geologica aviand doul caracteristici principale:
permite migcarea apei in condifii mormale, pe distanje mari,comparabile cu extinderea sa.
acumuleaza volume importante de apa.
Denurnirea de acvifer are origine latini din combinarea cuvintelor aqua (apa) si ferre (a
purta , a conduce ) .
Subliniem c4 pentru a putea fi definita ca acvifer o formatiune geologica trebuie si prezinte
ambele caracteristici menfionate . Spre exernplu , multe formatiuni argiloase acumuleazi volume

importante de apa dar debitele vehiculate ;unt nesemnificative .
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O asemenca lormatiune geologica capabila sa stocheze volume de apd dar fira <3 permita
curgerea ¢i In condifii naturale se numeste acviclud .

acvifer cu nivel liber

drenanta 3 —_—
7// LonY : L
’ cvitar
/////,/ g /3/////d | ALY
Y g drenanta
acvifer sub presiune
;o RN ,/’/‘.r;,,u/'///' ///// ///777/—7—7/ £ ///////// T 77

Figura 7.4: Acvifere i sisteme acvifere

Acvitardele sunt formatiuni geologice cu propricti|i intermediare intre acvifere si

acviclude : cle permit acumularea unui volum relativ redus precum i migcarea apei cu debit relativ
redus comparativ cu cele vehiculatre sau stocate Tn acvifere |

In fine un agvifug este o formatiune geologic care nici nu stocheaza si nici nu permite
circulatia apei subterane (Figura 7.4).

Un punct de prizid poate fi rcalizat intr-un acvifer cu ajutorul unui foraj, deschis in punctul

respectiv. Dat fiind modelul conceptual al mediului continuu in punctul de prizi se mésoara sarcina
piezometrici.

In cazul in care nivelul piezometric este deasupra acoperisului acviferului migcarea apei

subterane se face In principal sub acfiunea gradientului de presiune, iar acviferul este un acvifer
sub presiune.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



103

Daca nivelul piczometric este sub acoperigul acviferului avem un acvifer cu nivel liher.
Daci acviferul cu nivel liber se afla la micd adancime el este denumit acvifer freatic ¢l fiind
alimentat in principal din precipitatii.

in realitate nu existd o interfajd neta de separafie intre apa §i aer,trecerea intre cele doud
faze avand loc prin intermediul unei zone nesaturate. La scara acviferului insd aceasta zona este
neglijatd, cele doud faze (aerul si apa) fiind separate printr-o interfatd netd — suprafaya libera.

Cele doua tipuri de acvifere diferd esential in posibilitatile de stocare a apei. Intr-un acvifer
sub presiune acumularea apei implicd modificarea propriet3ii, avind loc o deformare a matricii
solide datorata variatiei nivelului piezometric.

Din contra intr-un acvifer cu nivel liber acumularea apei se face prin umplerea volumului
porilor, matricea solidd avind un comportament rigid sub ac{iunea variatiilor de presiune.

O structurd geologici alcatuitd dintr-o succesiune de acvifere, separate prin acvitarde se
numeste sistem acvifer.

Caracteristic sistemelor acvifere este circulafia pe verticald, prin drenenta verticald intre

stratele acvifere, prin intermediul acvitardelor.
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8. LEGEA DARCY.
y

Modelul conceptual al mediului continu permite si in cazul mediilor poroase stabilirea unei
ecuatii de continuitate ca o consecin{a a conservarii masei. Pentru a stabili ins3 ecuatia generald de
migcare este necesard o relafie suplimentard care si exprime relatia dintre forfele care pun in migcare
fluidul si efectul acestora (viteze, acceleratii). Aceasta relatie, denumiti legea de migcare trebuie sd
reflecte rezultatele observatiilor efectuate asupra curgerii fividelor prin medii poroase. Or, experienfa
aratd cd datoritd vascozitdfii fluidului cat si a frecdrii dintre fluid §i matricea solida sistemul fluid — solid
este disipativ.

Conform principiului al doilea al termodinamicii procesul de curgere prin medii poroase este
ireversibil in scnsul cd odatd cc a avut loc cstc imposibild restaurarea configuratiei initiale a sistemului,
fara a modifica configuratia mediului exterior.

Deoarece acest proces disipativ are loc la nivel microscopic legea de migcare nu poate fi dedusi
direct din aceleasi considerente pentru care am fost obligati s3 introducem modelul conceptual al
mediului continu: imposibilitatca dc a determina atat geometria locald a porilor cét si estimarea
pierderilor energetice la contactul solid — fluid. '

In consccintd legea de miscare a fluidclor prin medii poroase este o lege fenomenologicd in
sensul cd nu poate fi stabilita direct, teoretic, pornind de la legilc generale ale mecanicii si numai

empiric, ca rezultat al expcricnfet.

8.1 Expcrimentul Darcy.

Expcrimentul care a stabilit Icgea de migcarc a fluidelor prin medii poroase a fost cfectuat in
1856 de Henry Darcy in vederea “determindrii legilor de curgere a apei prin nisip”. Aparatul utilizat
(Figura 8.1) a constat dintr-un cilindru metalic in mijlocul céruia a fost intredus3 o coloani de nisip. 1.a
capetcle probei au fost montate doud manometre deschise.

In timpul experimentului proba a fost parcursa de un debit  avand valori variabile. Pentru
fiecare dintre aceste valori a fost misurata diferenta dintre inalfimile coloanei de apa din cele dou#

manometre deschise, denumite de Darcy nivele piezometrice.
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& 777777 777777777777 77777

Figura 8.1: Schema experimentului Darcy

Investigdnd relatia dintre diversele mirimi care caracterizeazii migcarea apei prin proba de nisip, Darcy a
ajuns la concluzia ca debitul este proporfional cu diferenta Mrh; h?flintre Indlfimea apei In cele doua

manometre:

Q~h, - h, (8.1)

Direcjia de curgere corespunde diminuirii coloanei de ap3,deci:

-

0~-4h 8.2)
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Deasemeni valoarea debitului depinde de dimensiunile probei fiind proportionald cu aria A4 si invers
proportionala cu lungimea L a acesteia. Sintetizdnd ,rezultatul experimentului Darcy poate fi pus in

formula:

--K— =-Ki 8.3
KL i (8.3)

unde am notat prin i = AW/L, gradientul nivelului piezometric, mirime evident adimensionali.

In relatia precedents am notat prin g —debitul specific, definit ca volumul ce trece prin unitatea de
timp prin unitatea de sectiune a probei. Se observa ci In definitia datd debitului specific g ci am
presupus cd apa curge prin toata suprafata probei.si nu doar prin aria corespunzitoare porilor. Debitul
specific ¢ are deci semnificatia unei viteze aparente in sensul ca se presupune ci fluidul trece prin toatd
sectiunca probei. Din aceasta cauza debitul specific este denumit uneori §i viteza Darcy. Daci notim cu

n porozitatea probei atunci viteza reald v de curgere a fluidului prin secfiunea data este:
v =g/n (8.4)

Coeficientul de proportionalitate K ,denumit conductivitate hidraulicd, ce intervine in relatia (8.3)
caracterizeaza proprietajile conductoare ale rocii. El este o mirime macroscopici ce inglobeaza toate
procesele locale care au loc in timpul curgerii la scara microscopica a porilor: variatia diametrutui
porilor, a tortuozitafii acestora, a vascozitafii fluidului, a frecérilor la contactul solid — ﬂuiq, etc.
Conform relatiei (8.3) conductivitatea hidraulici are dimensiuni de vitezi si este numeric egali cu
debitul specific ce traverseazi o sectiune data cind la capetele probei se realizeazi un gradient unitar.
Sintetizind, legea Darcy poate ti formulata astfcl: intr-un mediu poros debitul specific priatr-o secfiune
normala pe directia de migcare este proportional cu gradientul nivelului piezometric, directia de curgere

fiind in sensul descresterii nivelului piezometric.
8.2. Sarcina piezometrica

Legea Darcy este o lege empiric: ea stabileste In urma unui experiment relatia ce intervinc intre

parametrii care determina curgerca fir Tnsi s3 raspundi la intrebarea pusi inifial: care este cauza
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migcarii? Aga cum am aritat curgerea fluidelor prin medii poroase este un proces pur disipativ energia
furnizata initial fluidului fiind disipatd continuu sub forma de célduri.

Directia de curgere este deci de la zona cu energie mai mare spre zona cu energie mai mica.
Determinarea forjelor care pun in migcare fluidul revine atunci la determinarea energiei mecanice a
unitifii de masa de fluid sau cu alte cuvinte a potenfialului fluidilui Tntr-un anumit punct din spatiu.
Cum energia mecanica este 0 mérime relativd ce méisoard lucrul mecanic necesar efectudrii unei
transforméri intre doua stiri ale sistemului vom alege nivelul miirii ca stare ini{ial,de referini pentru
energia fluidului aflat in conditii normale de presiune gi temperatursi (p, §i T, ).Vom presupune de

Fie o particula de fluid situata Tntr-un punct oarecare aflat la cota z fatd de referentialul ales in care
starea fluidului este caracterizatd de presiunea p, temperatura T §i viteza v.

Potentialul fluidului in acel punct este definit drept lucrul mecanic necesar transformdrii unitatii de
masa din starea initiala,de referin{s avind parametrii p, ,T, ,v=0,z=0 In starea finald caracterizatd prin
parametrii: p, T, z, v.

Pentru a calcula potentialul Intr-un punct vom imagina o pomp4 de vid,avind masa neglijabild,
situata la nivelul marii in care fluidul se afli In condiii standard. Fie V', volumul corespunziitor unitéii
de masi a fluidului. Atunci lucrul mecanic necesar incircirii izoterme i izobare a corpului pompei cu

unitatea de masi de fluid este:
L =-p,V, (8.5)

semnul minus datorandu-se faptului ci sistemul efectueazs lucrul mecanic asupra mediului.

'Pompa este ridicati la punctul Af de cota z fapt ce necesitéi lucrul mecanic:

L, =g (8.6)

-

In acest punct fluidul este descircat izobar din pompé in In sistem. Pentru aceasta este necesard,
mai Tntdi comprimarea izoterma a fluidului péni la presiunea p , lucrul mecanic efectuat pentru aceasta

transformare fiind:
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v,

L, =—]pdV= jpdV (8.7)

Vo

unde V¥ este volumul masei unitare de fluid Ja presiunea p . In fine lucrul mecanic necesar descarcarii

izobare a fluidului diu corpul pompei in sistem esie:

L, =pV (8.8)

2
In final fluidul este accelerat la viteza v avénd energia cinetici VT .

Potentialul fluidului in punctul P are deci expresia:

Vo 2
0 =—pyV + IpdV+pV+v—2-+gz (8.9)

Potentialul intr-un punct poate fi exprimat numai in funcjie de presiune §i densitate, parametrii

macroscopici mult mai usor de misurat. Avem:

d(pV)=pdV+Vdp
si:

Po¥o

[ d(pv)= vjpdV + Pdep (8.10)
v P

rv

sau, integrand termenul din stinga:

Yo

P
[pdv = po¥, - p¥ + [Vap (8.11)

v Po

Introducand aceste formule in relatia (8.9 ) obfinem pentru potentialul unui fluid compresibil:
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p 2
= Vdp + —
p=gz+ | P+

Po

(8.12)

In cazul In care densitatea fluidului este functie numai de‘presiune g reamintind ca potentialul este
definit ca energia mecanica raportat la unitatea de mas#,atunci V= % gi obtinem expresia finald a

potentialului hidraulic Intr-un punct:

v2

> (8.13)

¢=gz+'j2+
fo,

Po

Tn cazul fluidelui incompresibil, densitatea este constanti gi expresia potentialului devine:

P~ Po V_z

¢=gZ+T+ > (8.14)

Comparind cu ecuafia (6. ) constatdim ci In cazul unai fluid ideal potentialul Intr-un punct nu este
altceva decat sarcina hidraulica in punctul respectiv.

Revenind la experimentul Darcy, proba de nisip poate fi considerati un tub de curent.Daca s-ar
neglija frecdrile atunci conform legii lui Bernoulli curgerea s-al; face astfel Incdt sarcina hidraulicd si fie
constantd. Ins3 dupid cum am aritat, migcarea fluidelor prin medii poroase fiind un proces esential
disipativ, potentialul scade in lungul unui tub de curent.- Mai mult procesele de curgere sunt foarte lente
avand viteze de ordinul cm / sec astfel incét termenul cinetic poatefi neglijat.

In aceste conditii potentialul (sarcina hidraulicd) are expresia:

N

[
p=gz+ I% (815)

Po

In cazul lichidelor incompresibile expresia (8.15) a potentialului devine:
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o=gz+L (8.16)
sau alegénd presiunea atmosferica drept presiune de referinfti (p, = 0):
P i
p=gz+= 8.17)
P

Dac definim potentialul ca energie specific.i unitétii de greutate, atunci relatia precedenta devine:
o=z+ ya (8.18,
PE

In conditiile amintite potenfialul hidraulic Intr-un punct al acviferului este direct masurabil cu
ajutorul unui tub piezometric (Figura 8.2): in cazul in care z este cota punctului respectiv faja de un
refercnjial oarecare, atunci presiunea Tn punctul respectiv este echilibrata la Tnaljimea 4 a coloanei de
fluid iar potentialul hidraulic este egal cu nivelul H al apei In tubul piezometric misurat insa de la
referenialul ales. Din aceastd cauzi in practica hidrogeologica potentialul hidraulic este denumit nive:
piezometric.

Analiza efectuatd pune in eviden{3 semnificatia fizic# a Tnal{imii /4 introdusa In mod empiric In
experimentul Darcy; ea reprezir ta potentialul hidraulic Tn punctpl respectiv. Diferenta de potential dintre
doui puncte situate la distanta / este o mirime a energiei disipate de fluid in timpul curgerii. Deci
diferenta de po.ential ¢ Tntre dousi puncte situate la distanta ! reprezinté lucrul mecanic efi ctuat de
fortele care pun in migcare unitatea de greutate d= fluid, atunci raportul Ag/Al reprezinti tocmai
fortele generalizate care pun in migcare fluidul.

Figura 8.2: Nivel piezometric mdsurat intr-un punct al unui acvifer sub presiune
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De remarcat faptul cd efectul fertelor generalizate il reprezintd viteza de migcare si nu acceleratia
acesteia.Aceasta este datoratd caracterului puternic disipativ al procesului de curgere care conduce la

neglijarea acceleratiilor.
8.3. Conductivitatea hidraulic

Introdus, ca §i inil{imea piezometric4, 4 ,In mod empiric de citre legea Darcy, conductivitatea
hidraulicd X este un parametru ce caracterizeaz la scard macroscopic proprietatile conductoare ale
sistemului fluid - matrice solida.

Faptul ci procesul de curgere prin medii poroase este disipativ trebuie reflectat §i in structura
conductivitatii hidraulice, care trebuie si fie functie de proprietidtile conductoare ale fluidului i ale
matricei solide. '

Astfel in cazul fluidului, conductivitatea trebuie si fie proporfionald cu densitatea si invers
proportionali cu véscozitatea acestuia, iar in cazul matricei solide conductivitatea trebuie s fie functie
de diametrul porilor interconectati.

Aceste observatii au fost confirmate de experimente realizate pe medii poroase artificiale alcatuite,
din sfere de diametru constant. Se realizeazi astfel o structurd ideald In care tofi porii au aceiagi
geometrie dictata de aranjamentul in spatiu al sferelor.

Realizand structuri cu bile de diferite diametre d, strabitute de fluide cu densitate si vidscozitate

dinamica diferit3, experienfa arata ca debitul specific este o functie de acegti parametrii:

v~d?

vV~p (8.19)
1

Ve~
M

Legea Darcy I)oate fi atunci pusa sub forma:

ye-cB g M (8.20)
M l
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Constanta (" .din relajia precedentd caracterizeaza forma aranjomentului sferelor iar g. aceeleralia
gravitajiei ,a fost introdusa din considerente de omogenitate dimensionala.

in forma data de ecuatia (8.20) curgerea prin medii poroase ideale este formal aseminatoare cu
migcarea fluidelor prin conducte.conform relatiei 5. Viteza medie intr-o sectiune a unui fluid ce curge

printr-o conducti de razi R este:

P8 . Ap
=—"—"=R*"— 8.21
v sy Al (8.21)
sau in cazul in care conducta este curbi :
P8 . Ap
= g2t 22
v 18# A (8.22)

unde 1 este un numdir adimensional ce caracterizeazi tortuozitatea conductei.

Curgerea prin conducte depinde deci de natura fluidului caracterizats prin parametrii p §i p si prin

proprietitile conductoare ale conductei caracterizate prin conductanta R’ /8 si respectiv prin
tortuozitatea 7 a acesteia.

Atét rezultatele experimentului cit gi analogie cu migcarea fluidelor viscoase prin conducte pot
fi generalizate in cazul materialelor poroase reale (roci sau pAmAnturi) pornind de la observatia c
parametrul de material, conductivitatea hidraulicd, este un parametru global ce caracterizeazii
proprietdtile medii conductoare ale sistemubui fluid - matrice solida.

Daca influenta fluidului este caracterizatd prin produsul Pf influena matricii solide ar trebui si fie
caracterizata prin conductanta respectiv tortuozitatea medie a porilor. Or acegti parametrii pu pot fi

misurati direct. Din aceast’ cauzi pentru a caracteriza efectul matricii solide s-a introdus in mod

empiric un nou parametru macroscopic k, , denumit permeabilitatea intrinsecd gi care inglobeaié toate

caracteristicile conductoare ale matricii solide Conductivitatea hidraulic# a rocilor are atunci expresia:
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K=k (8.23)

Prin introducerea permeabilititii se Inlocuiegte materialul poros real cu material fictiv avand
conductanta respectiv tortuozitatea constantd care Tnsé pentru un gradient dat conduce la acelasi flux ca
si materialul real. Reamintind c unitatea de mésur3 a vascozitatii [ Pa.sec] are dimensiunile MTL™!
rezultd din relagia (8.23) ca‘dimensiunilc permeabilitafii sunt:

[Kle] 2.7 mur
[olle] M-L7-LT?

ky =

sau in S.I.

[k0]= m?

Datorita heterogenitatii rocilor conductivitatea hidraulicd prezinta variatii importante chiar in cadrul

aceluiai tip litologic. Tabelul 8.1 prezintd ordinul de marime al conductivitatii pentru diferite tipuri de

1oci.
Tabelul 8.1
VALOR]I CARACTERISTICE ALE CONDUCTlVsz\Tll
HIDRAULICE
ROCI CONDUCTIVITATI HIDRAULICE
(m/scc)
Roci neconsolidare
- pietris 3.10* - 3.107
- nisip grosier g.l()'7 - 6.10°
- nisip mediu 107 - 510"
- nisip fin 2.107 - 2.10"
- loess , 2.10° - 110°
- arpile 1.10" - 5.10°
Roci sedimentare
- calcare carstice 1.10° - 2.107?
- calcare, dolomite 1.10° - 6.10°
- gresii 3.10"- 6.10°
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- sare 1.10"% - 1.10"°

- anhidrit 4.10" - 2.10°

- gist argilos 1.10" - 2.10°

Roci vulcanice si metamorfice

-bazalte permeabile 4.107 - 2.10?

- granit alterat 3.10° - 5.10°

- gabro alterat 5107 - 4.10°*

- bazalt 2.10"' - 4.107

- roci vulcanice si metamorfice 8.10° - 3.10"*
fracturate '

- roci vulcanice si metamorfice 3.10™ - 2.10™°
nefracturate

In practici, in special Tn ingineria rezervoarelor de petrol, este utilizat un submultiplu, / darcy,
definit ca permeabilitatea unui cub cu latura de / cm stribatut de apa avand viscozitatea de un
centipoise i care, supus unei diferente de presiune de / atmosferd conduce la un debit specific de
Icm / sec. Dupd cum se observa in definifie unititii darcy intervine gradientul presiunii si nu cel al
nivelului piezometric.Din aceasta cauzi, pentru a stabili legétura dintre 1 darcy i unitatea din SI vom
considera ca proba din experimentul Darcy este orizontala. In acest caz efectul elevaiei z dispare si

legea Darcy capata forma:

2|8

0

g=—-—>

]

(8.24)

Reamintim ca I¢poise=10""Pa.sec avem atunci:

_ ugAl 107 Pa-sec-lem/ sec- Iem

A 10°P =10 cm?
a

ko

8.4. Valabilitatea legii lui Darcy

-

in interpretarea rezultatului experimental al lui Darcy am considerat un cdmp uniform de vitere
ipoteza valabila doar in cazul unui regim laminar de curgere. Consecinfa imediati a acestui fapt este

relatia lineard dintre forfele generalizate (gradientul hidraulic) si efectul lor - vitezi de curgere.
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Experienia a validat legea Darcy pentru marea majoritate a problemelor Intdlnite in practica

inginereascd unde, aga cum am ardtat vitezele sunt relativ scizute si curgerea se face in regim laminar.
-
¢ ~
f -

legea Darcy

P
4
T T

) y
ler h In

o
—

Figura 8.3: Variafia vitezei cu gradientul hidraulic

Exista situatii insi In care linearitatea dintre gradient §i vitezi nu mai este respectats §i daci
acest fapt era previzibil pentru valori ridicate ale gradientului cdnd regimul de curgere devine turbulent,
experienta arati ci existd o limit3 inferioarn a gradientului dincolo de care relafia gradient - viteza este
deasemeni nelineara. )

Figura 8. 3 prezint3 relatia dintre gradient §i viteza pentru un domeniu foarte larg de valori.
Ieosebim trei valori importante ale gradientului:

- icr :gradientul critic .Pentru i<i, curgerea nu are loc si deci conductivitatea este nul

Acest fenomen a fost pus in evidenta in cazul rocilor argiloase §i depinde de compo::ifia

mineralogici a acesteia si de continutul Tn siruri a apei.

- ir: este gradientul limita inferioara.ln intervalul i_, - i, curgerea este descrisa de o relatie

nelineara fntre gradient i vitezi. Dincolo de aceast} valoare legea lui Darcy igi pastreaza valabilitatea.

- in: limita superioar4 a gradientului, care o dati dep3sitd conduce la un regim de curgere
turbulent, caracterizat prin relatii nelineare dintre gradient §i viteze.

Trebuie subliniat ¢ in marea lor majoritate, procesele de curgere Tn medii poroase au loc in
limita valabiiitatii legii lui Darcy, de proportionalitate intre gradientul hidraulic §i vitezi.

In cazul curgerii prin conducte trecerea intre cele doudt regimuri de curgere - laminara si
turbulent? - este caracterizati empiric printr-un parametru adimensional - numdrul Reynolds - ce

exprima raportul dintre forjele inerliale i cele viscoase care acfioneaz asupra fluidului,avand formula:
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R =g (8.25)

unde g este viteza medie a fluidului printr-o conducti de diametru d .Pentru conducte limita de

trecere la regim turbulent este de R, = 2000 .

Dacd vom echivala mediul poros cu o structurd de conducte atunci termenul d din expresia
numirului lui Reynolds va reprezenta o lungime caracteﬁsticé a mediului poros. Incercirile de laborator
efectuate in vederea determindrii numarului Reynolds au considerat diferite expresii pentru lungimea
caracteristici:

- diametrul mediu al porilor

- diametrul eficace d,, al porilor

Ak unde k este permeabilitatea intrinsecd a porilor

Experienta arata insi cd, indiferent de lungimea caracteristicd valoarea criticd a numirului lui
Reynolds n cazul mediilor poroase este cuprins intre 1 - 10, mult mai redusa decat in cazul
conductelor.

Odata depasia aceasta valoare,fortele inerfiale cap#ta pondere crescutd, regimul de curgere
ramanand nsi laminar. Procesul de curgere nu mai este Tnsi predominant vascos §i atunci termenul in
acceleratie capiti pondere tot mai mare. In cazul in care gradientul cregte si R, </50 curgerea devine
turbulenta iar relaia dintre gradient gi debit specific devine nelineara. Aceasta relatie a fost determinata

empiric avand forma generala:
i =aq + bq’ (8.26)

unde a si b sunt constante ce urmeazi a fi determinate experimental. Forma cea mai cunoscutd

este relatia Kozeney - Carman cu:
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I -
e 5o

pgn’d?

1-
b=175-— -
4gnd

unde prin 4 s-a notat diametrul mediu al porilor, iar prin n porozitatea.

8.5. Mediul continuu. Generalizarea legii Darcy

Dupa cum am aritat in experienta Darcy, date fiind dimensiunile reduse ale porilor,migcarea ape:
poate fi considerata uniforma; suprafefele echipotentiale sunt atunci plane paralele cu fefele probei iar
liniile de curent sunt drepte perpendiculare pe aceasta. Debitele specifice sunt orientate In lungul liniei
de curent iar gradientul sarcinii este 0 mirime vectoriald egald cu viteza de variatie a sarcinii
piezometrice in lungul liniei de curent. (Figura 8.4)

Prin introducerea modelului conceptual al mediului continuu toate mérimile care intervin in
caracterizarea miscdrii (sarcina piezometricd, viteze,conductivitdti,etc) sunt functii continui de punct. La
scara acviferului putem vorbi atunci de cAmpul sarcinii piezometrice, al vitezelor sau al conductivitatii in

abordarea euleriani prezentat3 in capitolul 3.

Figura 8.4: Variafia sarcinii piezometrice in lungul unei probe.
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Supralefele in care sarcina piezometricd este constantll se numesc supralcfe cchipotengiale i au

ccuafia:

q)(x,y,z)qu,, =cl (8.2

Gradicntul sarcinii piezomctrice este atunci un vector orientat in lungul normalei la suprafaja

echipotentiald avand marimea (Figura 8.4) :

!l

§=l§*

gradp = - (8.28)

)

unde 7 este vectorul normalei exterioare la suprafata echipolentiale.Fati de un referential

oarecare expresia gradientului este:

grad(p = j- + % ’—C- (829)

sau, mai general:
gradp=p, -i (8.30)
unde repetarea indicelui indica insumarea iar virgula derivarea dupa direcia respectiva.

Tn cazul unui mediu omogen si izotrop,campul conductivitatilor este scalar. Atunci legea Darcy

poate fi generalizata n sensul ci in fiecare punct este valabila relaia:

7 =-K(x,y,2)gradp (8.31)

sau;

q,=-Ko,i (8.32)
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unde q, sunt componentele fluxului pe cele trei directii In cazul unui mediu anizotrop,
conductivitatea este functie de directie.S& considerdm atunci un volum de control infinitezimal (figura
8.5) si fie §_ vectorul flux corespunzitor fefei cu normalele paralele cu axa x, avind componentele g.,

qr) qu.

-~

Qyy

Figura 8.5: Distribufia fluxurilor pe suprafefele unui element infinitezimal.

Legea lui Darcy poate fi atunci generalizatd pentru fiecare directie:

Xp
- k=X
Lo &
A
q,y=—KE (8.33)
cp
k&
9= &
sau:
— &D:‘ &’1 dD—
k. Zi_k 2i_k. 2k
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Sensul fizic al componentelor K, ,K, K, rezulld din relafia precedenta.Spre exemplu K, este
fluxul ce stribate o suprafatd unitard orientatd perpendicular pe axa x cind migcarea este datorat unui
gradient unitar orientat pe directia y.

Analog avem gi pentru directiile y §i z:

_y__K,,%i-K”gij—Kw%E -

q, —K,%?—KU%'—K,%E |
Din definitia componentelor conductivitatii rezultd ca avem

K,=K,

K,=K, (8.35)

K, =K

Rezult3 deci c2 pentru un mediu anizotrop conductivitatea este descrisa de un tensor simetric de
ordinul 2.

Lecgea Darcy poate fi deci generalizata §i nentru un mediu anizotrop,avand formula:

A
q9,=K, E—; - (8.36)
sau:
g= I?gradw (8.3))

unde tensorul conductivitaii este notat cu Ky sau X
Evident in cazul c4nd fetele cubului sunt orientate perpendicular pe axcle de coordonate,
componentele in lungimea celorlalte axe sunt nule iar tensorul conductivitdfii se reduce doar la

componentele sale princ pale.
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8.6 Distributia spatiald a conductivititii. Heterogenitate gi anizotropie.

Conductivitatea este parametrul esential In caracterizarea hidraulicd a unui sistem acvifer si
distributia lui determin3 in final caracteristicile curgerii apelor subterane. Modelul conceptual al
mediului continuu face ca permeabilitatea gi implicit conductivitatea sa fie functii de punct.

Un acvifer sau o zond dintr-un acvifer cste denumit omogen in cazul in care conductivitatea sa
este constanta in orice punct al domeniului respectiv. In cazul in care valorile conductivitatii variazi in
spafiu acviferul,sau o zona a acestuia este numit heterogen.

Daci valorile conductivitajii sunt independente de directic mediul este definit ca izotrop iar in
cazul in care valorile respective depind de direcjie, mediuleste anizotrop

La scara regionald distingem doud tipuri de heterogenild|i: hrierogenitati graduale $i
heterogenitdyi zonale In cazul heterogenitdjilor graduale au loc variafii continui ale parametrilor astfel
incat conductivitatea este o functie continud de punct.

Heterogenitatile zonale sunt caracterizatc prin subdomenii in care conductivitatea este constantd
sau prezintd o variatic graduald. Aceste zonc sunt delimitate de interfefe care separi domenii cu
caracteristici diferite. Daca in cadrul fiecdrei zone conductivitatea este functie continud de punct, la
scara sistemului acviler ea prezinta discontinuitati pe interfefele ce separd zonele respective.

Astfel in cadrul beterogenitdjilor graduale, datoritd conditiilor speciale de sedimentare

masuratorile pun in rviden{3 o anumild regularitate in distribuirca conductivitatii.

KSLL

Conduchvitate[g—er%

Figura 8.6: Heterogenitate grddua[d
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Acest tip de heterogenitate graduald, denumitd heterogenitate cu tendin{d este caracterizata
printr-un anumit gradient (tendin{d) in distribuirea spatiali a proprietatilor.

Figura 8.6 prezintd distribujia conductivitdtii in gresiile ce alcatuiesc stratul purtidtor al umui
acvifer situat in nordul provinciei Albetra — Canada. La scardl regionald se observd o tendin{d de
descrestere a conductivitdtii orientate SE — NW. Cauza acestei regularitdti o constitue conditiile de
sedimentare: nisipul prin diageneza cdruia s-au format gresiile au fost depuse de curentii marini care '
circulau paralel cu tarmul. Conductivitafile mari,de 10.;cm/sec misurate in partea de SE sunt datoratr
nisipurilor mai grosiere depuse in aceastd zond. Cum directia de curgere era spre NW, micsorarea

vitezei curentului a condus la depunerea progresiva a materialelor cu fractiuni tot mai fine rezultand in

final distributia din figura 8.6

@Q
K le 1%
LU L L A el | [ AHy
. x4t
Ky hy K1 AH
K, hz K2
AV,
Vvl rrrrisd ‘Z

a. | i@'q ' b.

Figura 8.7: Conductivitatea echivalentd a unui mediu stratificat supus unui gradient vertical
Heterogenititile zonale pot fi de multe ori mediate conducand la un acvifer omogen si izotrop.
Exemplul tipic il constituie acviferele strafificate alcdtuite din strate omogene si izotrope fiecare aviand

conductivitdtile K, respectiv grosimile 4, (Figura 8.7 a).Daca din accasité structurd separdm un domeniu

avand aria unitard, care va fi pacurs de un debit constant Q atunci continuitatea debitelor conduce la
(Figura 8.7. b) :

L= K, — (8.38)
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Rezultd deci pentru variatia nivelului piezometric:

h -
AH, = % (8.39)
si:
h
AH = QE. ' (8.40)

Cum AH = Z AH, obtinem pentru conductivitatea verticald echivalenta:

=]

Zh/
K, =——o (8.41)

hl
2y,

j - L ] JH& M
i . ] g
Ky h o .
K.Z h; - > , =DGL.
K3 h3 : e . f=DQ3 g
TIITIITIIIITTTITRTTT T = TTPTITIIITITIIT 777

Figura 8.8: Conductivitatea cchivalentd a unul mediu stratificat supus unui gradient orizontal
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In mod analog vom considera o lungime de analiz L si vom parcurge sistemul stratificat pe orizontald
cu un debit Q (Figura 8.8a §i b). Dacd vom analiza un domeniu de 13{ime unitara i de lungime L,

atunci debitul Oy ce strabate fiecare strat are expresia:

Q= Klkl % (8.42)

unde am notat cu AH diferenta de sarcini de la capetele stratelor. in acelasi timp,debitul total ce

strabate intregul sistem este:

0=K;D.h, % (8.43)

-

Dar debitul total Q este suma debitelor ce strabat fiecare strai. Avem atunci:

0=20 (8.44)

si inlocuind cu relatiile (8.42) si (8.43) objinem atunci pentruconductivitatca cchivalenta orizontald,

relatia:

e, AH AH
K> h—=D Kh— (8.45)
R A L
si respectiv, dupd simplificare:
K.h
. K, = 2K (8.46)
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Daca =istemul de releringd are axele oricntate in lungul respectiv perpendiculare pe plancle de
stratificajie atunci am echivalat mediul stratificat avand o heterogenitate zonald cu un mediu omogen

dar anizotrop in care valorile principale de conductivitate au expresiile date de (8.42) si (8.46).

8.7 Medii fracturate

Analiza curgerii In medii fracturate poate fi ficura fie considerdnd , n mod separat flecare fisurdt
, fie .luind n consideratie Tntreg ansamblul fisurilor . In cea de a doua abordare mediul fracturat este
echivalent cu un mediu continu . Modelul utilizat {fisuri individuale sau mediu continu) depinde de scara
la care se face analiza si de problema consideratd . Spre exenfplu in cazul studierii unui acvifer regioml
fracturat , datorita extinderii mari a domeniului , Intalnim intotdeauna unui sau mai multe sisteme de
fracturi cu un grad mare de concctivitaic . In acest caz este posibil cxistenja unui volum elementar
reprezentativ suficient de mic comparativ cu scara fa carc se face analiza atfel incit echivalarea mediiui
fisurat cu un mediu continu s fic posibild .

Din contra , in cazul unor problecme de mici extindere cum ar fi problemele de stabilitate sau de

pierderi locale , una sau mai multe fracturi devin dircctii preferentiale de curgere si analiza trebuie ftcutl

considerand fisurile individuale .

In ambele abordiri sc punc problema stabilirii legii de miscare .
a . Miscarea apei in fracturi

In capitolut 5.5 a fost analizata miscarca apei inir-un mediu fisurat considerénd fejele fisurilor
plane iar curgerea laminari . Dack ipotezele amintite sunt respectate , legea Darcy este valabil3 gi pele

comparatie cu (8.23 ) putem vorbi de permeabilitatea echivalent3 a fisurii avind expresia- :

ke=e/12 (8.47)

-

und: ¢ este deschiderea fisurii .

In realitate perefii fracturilor sunt doar local plane paralele ; din contr pereii fracturilor

prezinti asperitii care conduc la variatii importante ale deschiderii . Daca local grosimea fisurii
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depaseste o anumiti valoare existd posibilitatea schimbérii regimului de curgere din laminar Tn turbulent
. In aceste conditii fracturile pot fi echivalate cu o conducta rugoass pentru care tipul de regim de
curgere - laminar sau turbulent este definit nu numai de vitez# gi geometria medie caracterizat glabal
prin numérul Reynolds , dar si prin rugoziratea acestora .

Spre deosebire , deci de cazul mediului poros, In cazul fracturilor num#rul Reynolds are valori
apropiate de cele din cazul curgerii prin conducte de diametru d . .

Valoarea critici pentru care are loc trecerea la regimul turbulent este cea obtinuta in cazul unei
conducte \

Recn. =2000.

Cum in cazul fisurii deschiderea variazi vom defini un diametru hidraulic echivalent Dy a cérei

expresie este :
S
D, =4— 8.48
p=45 (8:48)

unde am notat prin S sectiunea fisurii prin care are loc curgerea i prin P perimetrul exterior al
acestei sectiuni .

Rugozitatea echivalent3 a fisurii , R, este definitd de :
h
R, =— (8.49)
s Dh ,

unde am notat cu 4 ndl{imea medie a asperitatii .

Studiile experimentale efectuate in 1975 de Fr. Louis au pus in eviden{a forma legii de curgere :

2
L ov=——E—yn (8.50)
1241+ R

in relagia precedenta J este gradientul hidraulic prin fisuri unde m si n sunt doi parametrii empirici .
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In cazul in care regimul de curgere este laminar (m=1) iar viteza este proportiorala cu gradientul
hidraulic .

Daci asperitatile sunt neglijabile R ; = 0 §i permcabilitatea fisurii este funcfic numai de pétratul
deschiderii . De remarcat posibilitatea separarii celor doi factori . Astfel efectul rugozitatii poate apare i
in cazul curgerii laminare §i invers chiar in cazul curgerii turbulente permeabilitatea fisurii poate fi
functie numai de patratul deschiderii .

In functie de cei doi parametrii adimensionali - rugozitatea echivalenti gi numérul lui Reynolds
au fost stabilite cinci forme ale legii de m.i$care :

- Tipul 1 : laminar neted : este caracteristic fisurilor cu asperitti reduse (R ;< 0,033) si
R.<2300 Fisurile pot fi aproximate cu doud planuri paralele situate la distanta e iar legea de migcare
este datd de ecuatia (8.50.) vitezele sunt proportionle cu gradientul sarcinii hidraulice iar
permeabilitatea echivalentd depinde numai de patratul deschiderii .

- Tipul 2 : turbulent ncted cste caracteristic fisurilor cu asperitati reduse (R; < 0,033) dar pentru

R.< 2300 . Legea de miscare are expresia :

3

1
g 2pge’J3
=|——| =" g 8.51
Y 0,079( 1 (8.51)

Regimul de curgere este turbulent viteza nu mai este proporfionald cu gradientul hic raulic dar
permeabilitatea echivalenta a fisurii depinde , ca §i pentru tipul 1, numai de deschiderea medie a fisurii

- Tipul 3 : (R, <0,033, R, >10°) turbulent rugos pentru care legea de miscare are forma

. { 3,7]11
v=-| 4, geln=-1J2 (8.52)
K,

Dupi cum se observa permeabilitatea cchivalentd depinde nu numai de deschiderca medie dar gi de
rugozitatea fisurii .

- Tipul 4 , laminar rugos caracteriz:t de K >0,033 si R, <2300 . Expresia legii de migcare este
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i %ez J
1241+ 88RY)

v

(8.53)

In conditiile date curgerea este laminara viteza este proporfionali cu gradientul dar

permeabilitatea echivalenta depinde de rugozitatea fisurii .

- Tipul 5 - turbulent foarte rugos caracteristic pentru Ry >0,033 si R. >2300 are legea de

migcare de forma :

v={4‘/§ In ;—9)\/7 (8.54)
/

b.Mediul continu .

In cazul analizei la scar3 regionala in conditiile existentei unui volum elementar reprezentativ

mediul fracturat poate fi echivalent cu un mediu continu .

In majoritatea cazurilor permeabilitatea mediului echivalent se determini direct , din Incerciri ,

aplicand rezultatele obfinute in cazul mediului poros .

Fracturi b . Conductivitate Ky

T T T
ARG
VA . Oaa

Figura 8.9. Echivalarea unui sistem de fracturi cu un mediu continuu anizotrop
Dac4 fracturile au o distributie regulat iar penﬁeabilitatca fiecdrei familii de fracturi este relativ

constanta atunci parametrii globali , ai mediului echivalent pot fi exprimati in functie de caracteristicile

sistemului de fisuri .
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Astfcl in capitolul 5, pentru un sistem alciituit din fisuri plane situate la distan{a b a fost dedusi
expresia conductivitdfii echivalente.

Un sistem alcatuit din doua familii de fisuri avind permeabilitéfile constante K, §i K i care se
intersecteazi sub un unghi o poate fi echivalen* cu un mediu omogen §i anizotrop (Figura 8.10 ) .

Directiile principale de curgere sunt :

t (K” 1g2 J
=—arctg| —1g2a
P & K g
co T
¢2 - ¢| 2
(8.55)
iar valorile conductivitatii in lungul acestor direciii sunt :
K K,sin’a -
K, = — - (8.56)
K, sin“ ¢, +K, sm(a - ¢,)
respectiv :
K, K,sin’a"
K (8.57)

2" K, sin® @, + K, sin(a - ¢,)

. 8.8 Mediul cu dubli porozitate
n o majoritate_a cazurilor , rocile fracturate sunt caracterizaie prin dou sisteme de goiur: -
fisurile propriuzise si matricea poroass . Se creazi local , Ia nivelul volumului reprezentativ
neomogenititi datori{ﬁ conductivititilor diferite ale acestor doul sisteme de goluri .
Dac3 analiza se face in regim permanent se poate considera un volum reprezentativ extins
s4 Tnglobeze ambele discontinuitifi §i si determinim In urma unui experiment o conductivitate
echivalenta.
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In cazul regunului nepermanent transmiterea presiunii se face cu viteze diferite in fisuri s in
matricea solida.

Conductivitatea mare a fracturilor face ca variatia presiunii in sistemul de fisuri s3 fic mult mai
mare decat in matricea poroasd. In consecin(a la scara aceluiasi volum elementar reprezentativ apare un
gradient de presiune intre fracturi §i matricea solidd, avind ca efect transfcrul fluidului intre ccle doua
clemente.

Legea Darcy trebuie atunci modificaté prin intermediul unui termen suplimentar care sa puni in

eviden{d descdrcarea sau realimentarea matricei poroase. Avem atunci:
V=—71—gradpf —/?Egraa?)f (8.58)

unde prin f am notat compresibilitatea elasticd a sistemului alcituit din fluid si discontinuitati .
iar prin py presiunea in fracturi.
Se observa cd atunci cind presiunca In fracturi este constant in timp al doilea termen dispare si

legea Darcy ia forma cunoscutd din regimul permanent de curgere.
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9. ECUATII DE MISCARE ALE APEI IN ACVIFERE.

Am definit un acvifer ca fiind o strueturd geologici caracterizats prin dou
elemente: permite circulatia apei i este capabila s3 stocheze un volum important de fluid. In scelagi
timp modelul conceptual al mediului continuu implic3 inteducerea unor pararoetrii macroscopici de
material care s caracterizeze la scara masuratorii mediul poros.

In capitolul precedent am caracterizat cantitativ prima proprietate prin intoducerea unui
parametru macroscopic de material, conductivitatea hidraulicd. Vom aborda in acest capitol
descrierea celei de a doua caracieristici a acviferulni. Ne putem imagina ugor ca in cazul vnui
acvifer cu nivel liber acumularea sau drenarea apei se face prin umplerea sau golirea porilor.
Matricea solida a rocilor poate fi considerati rigida, volumul porilor fiind constant. Experienja
aratd c3 se pot acurnula volume insemnate de fluid si in cazul acviferelor sub presiune. Fizic,
stocarea apei in acest tip de acvifere este posibild numai prin variafia volumului porilor. Aceasta
implic3 introducerea unui al doilea parametru macroscopic de material, acumularea specificd, Prin
intermediul acestor doi paramelri , coductivitatea hidraulic3 §i acumularea spéciﬁcé, ecuatia de
continuitate si legea Darcy conduc la descrierea migcirii apei subterane printr — o singura ecuatie

cu derivate partiale.
9.1. Deformarea matricii solide. Eforturi totale si efective.

Experienta demonstreazi ci actiunea sarcinilor exterioare are efecte diferite asupra matricii

solide si a fluidului interstifial,

—— et
-

———— —
— apd __

LA ) . — e — —
.

.

) L J

Figura 9.1: Model analog al mediului poros saturat
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S& echivaldm mediul poros cu o structur# de bile avand interstitiile complet umplute cu
apd.(Figura 9.1 a) Incircérile exterioare se pot transmite in doua feluri:

1. numai prin fluid ;

2. numai prin solid ;

In primul caz incirciirea exterioars se realizeazi mirind inil{imea coloanei de lichid are
actioneaza asupra sistemului (Figura 9.1 by. Acest mod de incércare are drept unic efect crestera
presiunii apei in pori £ir3 ins a deforma matricea solidi. Terzaghi denumegte presiunea din fluid
drept presiune neutrald in sensul ci transmiterea incéircirilor prin fluid nu are efect direct asupra
solidului.

////Y? ’la' ;
AN / “ACZ

"*dA —

Figura 9.2: Eforturi totale, presiune neutrald si eforturi efective.

Aceiasi incircare poate fi realizati din granuli in granuli direct in solid. (Figura 9.1. ¢). Ca
rezultat se constata o deformare (tasarea) a solidului . Incarcarile transmise direct in solid sunt deci
singurele care au efect asupra acestuia iar starea de eforturi generati in urma acestui tip de
solicitare a fost denumiti efort efectiv.

Pentru a ilustra prccesul de transformare a incarcdrilor in complexul solid — fluid vom relua
analogia lui Terzaghi conform céreia matricea solid3 este echivalatd cu un resort elastic iar fluidul
cu apa inclusd intr-un cilindru. Sub acfiunea incircirii o lungimea totald a resortului este z (Figura
9.3.a). In conditiile initiale, mediul poros saturat reprezentat de resortul inciiis in cilindru se afl4 in

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



133

echilibru: resortul preia sarcina o iar presiunea in apd este doar presiunea hidrostatica p .,
asa cum indicd manometrul montat la baza cilindrului (Figura 9.3.b). Daci vom incarca sistemul
cu o sarcind suplimentard Ao se constatd c@ resortul nu se deformeaz; in schimb indlfimea

. . Ao
coloanei de apa din manometru creste cu Az = —
Prg

AT E I
aT (- ?AP
._r T é

| T 4
1 =2
& === E
SHLN = S
| e |2 BT
777 ,—L - ;:: :-:?:'J
a, —==l_ 1
C.
AT
o v T AT
—' HAp
a4l q | o ]
=N E === ET
101 5= EJLL] == E
Sl | 9 = H Ph
E = = H 9
LR H — H
d. e

Figura9.3: Analogia Terzaghi privind redistribuirea eforturilor totale intre fluid §i solid
Aceasta inseamna ci tof efortul suplimentar Ao este preluat de apa sub forma de exces de
presiune fajd de p'i'esiunea hidrostatica (Figura 9.3.c). Dacd vom permite drenarea apei la partea
superioar a cilindrului vom constata o deformare a resortului, simultan cu o micgorare a excesului
de presiune a fluidului; efectul suplimentar Ao este preluat treptat de resort care se comprima,

eliminarea apei conducand deci la un transfer al incdrcarii din fluid in solid (figura9.3.4d).
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Procesul continudl pand cand transferul de incarcare este complet: excesul de presiune din

. C . Ao
fluid se disipd g1 este integral preluat de resort. Acesta se deformeazi cu Az = o (unde k este

constanta clasticd a resortului ), iar apa revine la noua stare de echilibru caracterizata prin

presiunca hidrostatica p'=pg(z-Az) (Figura 9.3.¢).

Aceastd analogie conduce la urmétoarele ipoteze asupra comportarii sub incarcare ale
mediului poros saturat:

- fluidul este incompresibil;

- granulele care alcAtuesc matricea solidd sunt incompresibile;

- compresibilitatea mediului poros este caracterizatd doar prin modificarea porozitafii.

Continudnd analogia de mai sus putem afirma c3 sub acfiunea unor sarcini constante
variatia eforturilor efective intre doud stari de echilibru este egala cu variatia presiunii neutrale intre
aceleayi stari de echilibru.

Generalizind acest rezultat si {inind seama de ipotezele ficute anterior asupra comportarii
mediului poros saturat putem formula astfel principiul lui Terzaghi:

Intr-un mediu poros saturat efortutile totale aplicate sistemului solid - fluid se transmit

cu pondere egald celor doud faze:

lel = o-zf + p (9.])

unde am notat prin:
O . etorturile totale;
o cforturile efective;

p : presiunca neutrala .
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Trebuie mentionat cd in formularea (9.1) dati de Terzaghi se considera ca cele trei ot
acfioneazi pe aceia suprafaja. De fapt daci eforturile totale sunt definite pe aria dA ( Figura © .
alunci eforturile efective si presiunea neutrala actioneazii doar pe anumite portiuni ale acesteia.
Tindnd seama ins3d de modelul conceptual al mediului continuu erorile introduse de aproximaia
precedentd sunt in marea majoritate a cazurilor neglijabile. Ca orice principiu, principiul Tezaghi
nu poate fi demonstrat. El a fost verificat de experienta, in conditiile respectarii ipotezelor in care

afost formulat.

Importanta sa apare in momentul in care studiem variatiile efor.urilor. Fie deci do., do, si
dp variatiile eforturilor totale ale eforturilor efective , respectiv ale presiunii neutrale. Derivand

relatia (9.1) obtinem:

do, =do, +dp 9.2)

Cu alte cuvinte variatia eforturilor totale este egald cu suma variatiilor eforturilor efective
si ale presiunii neutrale. Pentru exemplificare sa considerdm un acvifer sub presiune in care
eforturile totale sunt date de sarcina geologica si sunt prin urmare constante. Atunci relatia (9.3)

devine:

do, = —dp (9.3)

Regasim astfcl concluzia la care am ajuns anterior, pe baza studierii unui model analogic
simplu: egalitatea dintre variajiile presiunii neutrale si ale eforturilor efective este o consecinta a
principiului lui Terzaghi in cazul particular al unei incirciri constante. Relatia (9.3) are o deosebita
important{a practica. Aritand ci extragerea apei din acvifer va conduce in final la o tasare a
acviferului. Intr - adevar: extragerea apei implici micgorarea presiunii neutrale §i implicit, conform
principiului Tezaghi la crestera eforturilor efective. La rindul ei cresterea eforturilor efective
genereazi tasirile menjionate. Daca procesul se petrece la scari regionala tasdrile pot fi de ordinul
metrilor sau chiar a 10 -20 m, fenomen cunoscut‘sub numele de subsidenga terenurilor. Cazuri
spectaculoase cum sunt cele ale Venetiei, Londrei sau Mexico City sunt binecunoscute. Inainte de

a incheia acest paragraf vom face dou3 observatii importante:
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- Procesul de transfer al incarcarilor dintre fluid gi solid este esential tranzitoriu: odati ce
variatia sarcinilor exterioare inceteazi excesul de presiune din pori se anuleaz si mediul poros
satural atinge o noua stare de echilibru.

- Transferul sarcinilor intre fluid si solid se face cu eliminarea (drenarea) fluidului; din
punct de vedere geotehnic caracteristicile de material care vor interveni in descrierea fenomenului

sunt cele obtinute in conditii de drenant3 ale probelor.
9.2. Ecuatia de continuitate in acvifere sub presiune.

Dat fiind modelul conceptual al mediului continuu prezentat in paragraful 7.3 putem

extinde ecualia de continuitate (4.16) la analiza migcirii apei in acvifere sub presiune, in forma :
div(pq) = 2 (np) (9:4)
ot

unde am notat prin:
gq: debitul specific;
n: porozitatea total;
Dupa cum se observa forma (9.4) a ecuatiei de continuitate diferd de (4.16) prin faptul c
derivata temporara afecteza produsul np deoarece daca volumul infinitezimal al mediului poros
este dV fluidul ocupa doar volumul ndV.

Conform legii Darcy ecuatia prcedenté devine:

div(pk grad p) + g( )=0 (9.5)

Fizic, ecuatia precedent exprimi faptul c3 variatiile spafale ale sarcinii piezometrice sunt
dependente de variatiile in timp ale densitatii fluidului §i porozitatii totale a mediului. Din punct de
vedere matematic ins3, ecuatia (9.5) are trei necunoscute: @ p si n. Este deci necesari o relatie
suplimentari care sa exprime variatile densitéii fluidului §i a porozitaii mediului in functie de
sarcina hidraulica.

Dezvoltand termenul din dreapta obtinem:
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a 07 (N h  iplp
Zp)=pZ4nL = pZL s nZ|L (96
2 o) p 2 in® (pﬁ,m@)a ©6

Termenul Jp/dp poate fi exprimat in functie de coeficientul de compresibilitate al apei, /.

conform relatiei (1.10):
- =pPB 9.7

Urménd acelasi rajionament, putem introduce un coeficlent de compresibilitate al matricei
solide care si exprime variafia porozitifii in functie de presiune.
Fie atunci V,, V., §i ¥, volumul total al materialului poros, volumul ocupat de ap3 si

respectiv volumul total al ganulelor de solid. Avem atunci:
Vs =(1-n)V, (9.8)
Analog coeficientului de compresibilitate al apei vom defini un coeficient de

compresibilitate al matricei solide care caracterizeazi proprietitiile de deformabilitate ale acesteia

sub actiunea eforturilor efective:

(9.9)

ad;
A Ay 9.10
doy G40

si {indnd seama de (9.8):
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el Ve
v w2 s 9.

Impargind prin 1, obfinem:

N _(1-n). M (9.12)

oo ef

In conformitate cu principiul Terzaghi (9.3) derivatele in functie de eforturile efective sunt

egale §i de semn contrar cu derivatele in functie de presiune.

gg. = aft - n) (9.13)

Relatitle (9.7) si1 (9.13) exprima deci variafiile densitatii fluidului si ale porozitrifii in functie
de presiune prin intermediul a doud caracteristici de material:compresibilitatile apei /1. respectiv ale
matricii solide . De obsevat ci pentru ambele relatii a fost necesari analiza 1a nivel microscopic a
transmiterii eforturilor prin mediul poros.

Derivand in functie de timp expresia (8.14) a sarcinii piezometrice obtinem in defimin

pentru membrul din dreapta al ecuatici (9.4):

dem)

3 - ng[nﬁ+ (1- n)a]

S[¥

- X
-pS'o. - O19

unde am notat cu:

So = pe{(1 - n)a + nf] (9.15)
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Cocficientul Sp definit de relatia (9.15) st demunit acumularen (inmagazinarea) specified a
acviferului este un al doilea parametru macroscopic de material, dup conductivitatea K . ce
caracterizeaz raspunsul mediului la acfiunile exterioare §i care este exprimat in functie de

proprictitile de deformabilitate ale matricii solide §i ale fluidului.
Semnificajia sa fizicA rezultd imediat daci reamintim ca termenul & (pm)/A din ecuatia de

continuitate {9.4) reprezint8 masa se fluid Am acumulatd in volumul unitar AV in unitatea de timp

At. Avem atunci, {infind seama si de relatia (9.14);

0'(pn) Am Ag
~ =Sp—— .
a IVAYERY, (9:16)

Conform relatiei precedente acumularea specificd reprezintd volumul acumulat (sau
drenat) in unitatea de volum a acviferului pentru o variatie unitard a sarcinii piezometrice. Din

omogeneitatea dimensionala a relafiei rezulta ca dimensiunile acumularii specifice sunt [1."].

Y AN/ ANV//A\V//\\v7/a\V//a\V/7 [/ A\\VZZa\\v/Z\\ull

42 |
{/L__T___:% _I_% den‘ivelare unltara
| 1

|
/j_ —_———

YNNI VIV IINI.' V.7V V]

—t — o amfe

A

ST T T VAP v AR Ardrdnw i A I Auy 4 a0 4 A 4 4

Figura 9.4: Acumularea specificd a unui acvifer sub presiune.
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Si considerdm (Figura 9.4 ) un punct in care se elimini prin pompaj votumul de apa AT,
din volumul total 4 M unde 4 i M sunt suprafata afectatd de pompaj, respectiv grosimea
acviferului. Pompajul conduce la o micsorare a presiunii neutrale si prin cresterea eforturilor
efective, la micsorarea porozitatii . Invers aceastd micgorare a porozitatii coduce, prin eliminarea
apei la variatia sarcinii.

Cu alte cuvinte in acviferele sub presiune acumularea specifici are a efect variafia sarcinii
piezometrice si invers : orice varia(ie locali a sarcinii piezometrice conduce la acumulare sau
cedare de fluid.

Inlocuind in ecuatia de continuitate (9.5) relatia (9.14) objinem forma finala a ecuatiei de

mugcare a apei in acvifere sub presiune.:

div(pk gradw) = oS, é;i 9.17)

9.3. Ecuatia de continuitate in acvifere cu nivel liber.

In acvilerele cu nivel liber fluidul nu ocupi decat o parte a stratului permeabil. Neglijand
zona de aerare, separarea api- aer se face printr-o limitd netd, denumita suprafafa libera. Din
accstd cauza acviferele cu nivel liber se comporta escnjial diferit de cele sub presiune. Astfel. daca
in acvifercle sub presiune acumularca (sau drenarea ) apei, reprezinta efectul compresibilitatii apei
si a matricii solide, in acviferele cu nivel liber aceste doui efecte sunt neglijabile : volumul de ap3
acumulat sau drenat ca urmare a variatiei sarcinii piezometrice va implica o ridicare sau coborare a
suprafefei libere. In consecinta in orice punct al unui acvifer cu nivel liber densitatea p si
porozitatea n sunt consante.

Sa consideram atunci un volum de control dintr-un acvifer cu nivel liber, care, in virtutea
celor ardtate mai sus trebuie sa includa si un element de suprafati liberd. (Figura 9.5). Pentru acest
volum, conservarea masei implicd atunci ca diferenfa dintre masele care intra §i cele care parasesc
volumul in intervalul de timp ¢ si fie egald cu masa acumulati in acelasi interval de timp. S
considerdm un acvifer avind suprafata culcugului orizontal i fie atunci un element infinitezimal al
volumului de control situat la cota z. Dac3 notdm cu g, si A, vitezele de filtrafie, respectiv sarcina
piezometric3 in centrul suprafetei d4,, atunci masa care intr# in intervalul de timp & pe aceasta

suprafafa elementara este :
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dm,, = pq,dA & = pq drdz5t (9.18)

Pe toata suprafat 4, va patrunde masa m, :

ﬁ

/

VAN
Y

denivelare
unitara

7

|
q
Y g

I

|

I
/Jh__—L

Figura 9.5: Bilanful masic pe un element al unui acvifer cu nivel liber.

h
m, = —p{ | qydszxc‘i (9.19)

Analog masa care iese prin suprafaja opusa este:

m, = p[ I[qy + %’— dy) dz]dx& (9.20)

Dacad vom presupune c3 variatiile vitezei pe verticald sunt neglijabile, componenta g, nu

depinde de z. In acest caz derivarea de directia x poate afecta intreaga integrala astfel incit bilanjul

masic 4m, pentru suprafetele paralele cu planul XOZ, devine:
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h
Am, =m —m, = ~/{ Iq,.dZJ‘b’dx& (9.21)
0

Efecudnd aceleagi operatii pentru fejele paralele cu planul YOZ , obtinen pentru bilanjul

masic Am, ;

A g
Am, = -~-p~(§'[ [q.dz deay& (9.22)

Diferenja dintre masele care intra §i cele care parésesc volumul de control are atunci forma:

3 A
Am = —;{E 0jq,arz '3 n[ qydz]dxdy& (9.23)

sau , tindnd seama de legea Darcy:

Y
Am=p—t, | =dz+ =k |=dz|dxdys  (9.24
p[& !& gy ,OI@ ] ly )

In acelasi interval de timp masa de ap3 4m conduce la variajia suprafetiei libere cu 4h,

astfel inclt avem:

Aam =n_ Ahdxdy (9.25)

unde n, este porozitatea efectivd. Egaland cele doud expresii (9.23) i (9.24) ale lui Am si trcénd la

limita pentru & objinem forma generali a ecuaici de continuitate

al %an al tan h
- Syl Z _ Zdz|=n = 9.26
[kl ) dz] + l:ky ) ] n, (9.26)

Spre deosebire de acviferele sub presitine a ciror migcare este descrisi de ecuatia (9.17) . o

ecualie cu derivate partiale, migcarea apei in acvifere cu nivel liber este descrisa de o ecuatie
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integrald. Fie atunci ((Jv/cx ), valoarea medie a derivatei sarcinii piczometrice pe verticali d. fin

dc:

: 1A
(%’) ] [z (9.27)

Vom introduce o valoare medie (/3 §i pentru derivata pe direcfia (Y

Aturci termenii integrali din ecuatia (9.26) vor fi inlocuifi cu termenii de tipul A r'; .

. e Lo - : :
respectiv h:j— iar migcarea apei in acvifere cu nivel liber este descrisd (ot de o ecuatie cu derivate
)

partiale de forma:

a( (}h) 3 h h
Nk hS | v S| K h =0 S 28
. b K n, (9.28)

Comparénd cele doud ecuatii de migcare pentru acvifere cu nivel liber (9.28), respectiv
pentru acvifere sub presiune (9.17) constatdm urmitoarcle:

- Stocarea apei este caractcrizatd prin acumularea specificdf in cazul acviferelor sub
presiune §i prin porozitatea eficace in cazul acviferelor cu nivel liber. In primul caz este necesara o
comprimare sau destindere a scheletului solid, in cel de-al doilca caz acesta ramane nemodificat.

- Migcarea apei subterane este descrisd de o singura ecuatie cu derivate parfiale: (9.17) in
cazul acviferelor sub presiune, respectiv (9.28) in cazul acviferelor cu nivel liber. Prima este o
ccuatie parabolicd lineard avand ca termeni numai derivatele de ordinul doi al sarcinei
piczometrice. Spre deosebire de acasta migcarea apei in acvifere cu nivel liber este descrisa de o
ccualie paraholicd nelineard in ai cérei termeni intervin §i patratele derivatelor de ordinul intai ale
nivelului piezometric .

Conditiile in care aceste doud ecuaii au o solutie unicd fac obiectul capitolului urmator.
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10. ANALIZA MISCARI APELOR SUBTERANE

Scopul oricarei analize cantitative este de a face posibila prognozarea procesiilui
resoectiv. Daca ecuatiile cu derivate partiale prezentate in capitolul anterior descriu
miscarea apei subterane in orice acvifer,in acest capitol vom studia conditiile care trebuiie
indeplinite pentru analiza unui acvifer particular. Vom echivala acviferul cu un sistem,
interfefele sale de legatura cu mediul fiind frontierele sale naturale.

Matemetic, acfiunea mediului inconjurdtor se traduce prin conditii impuse pe aceste frontiere.
Daca aceste condifii sunt corect impus, ecuatia cu derivate partiale are o solutie unicd si prin rezolvarea
ei putem determina evolutia nivelelor piezometrice in conditiile date.

Frontiercle acviferelor sub presiune sunt cunoscute aprioric, fiind limitele geologice ale bazinului
subteran. Suprafaja libcrd — una din frontiercle acviferului cu nivel liber — nu este cunoscuti aprioric iar
stabilirea si rezolvarca ccuatiei supraletei libere reprezintd o componenta intrinsecd a analizei evolutici

acviflerului.
10.1. Problecme corect (bine) puse

Ecuatiile (9.17) sau (9.28) prezentate in capitolul anterior descriu o clasi de fenomene. dar nu
furnizeaza nici un fel de informatie asupra migcérii apei intr-un anumit acvifer. Mai mult. daca in ecnatia
(9.17) parametrit K si S au alte semnificatii fizice, spre exemplu conductivitatea termic3, respectiv
capacitatea calorici, ecuatia respectivi descrie transmiterea cadurii, prin éonduc;ie, intr-un corp solid.
Ecuatia cu derivate partiale are deci o infinitate de solutii. corespunzind unei infiniti{i de probleme carc
pot descrie fenomene de naturi fizica diferita.

Trebuiesc deci adaugate informatii suplimentare care s3 permita rezolvarea fara ambiguitti ale
unei probleme partiéﬁlare. Acestea sunt:

1. Forma, geometria domeniului in care are loc curgerea. Trebuiesc precizate limitele acviferului,
relatiile stratului purtator cu stratele invecinate §i frontierele care separd acviferul de mediul

inconjuritor.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



145

2. Distribujia parametrilor hidraulici (conductivitatea, coeficientul de inmagazinarc) pe tot
domeniul de curgere.

3. Conditiile initiale care si precizeze starea acviferului la momentul initial.

4. Informatii referitoare la actiunea mediului exterior asupra acviferului, informatii descrise din
punct de vedere matematic prin conditiile la limitele acviferului.

Daca aceste conditii sunt indeplinite atunci problema formulati de una din ecuatiile cu derivatc
partiale corespunde unei realitafi fizice.In general, se poate demonstra ca o problema matematica
reflectd univoc o problema fizica, daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

1. Condifia de existenta: existd o solutie a problemei date;

3. Conditia de stabilitate: solutia problemei prezinta variatii continui in raport cu datele acesteia:
caracterisicile hidraulice, condijiile inifiale si cele de contur, etc.

In cazul in care aceste trei conditii sunt indeplinite se spune cd problema este bine (corect) pusa
din punct de vedere matematic.

Daca primele doua condifii sunt intuitive, a treia condifie necesita preciziri.

Sa consideram de exemplu o variafie mica a conductivitatii. Atunci, daca solufia este stabila.
vom obtine 0 noud solufic dar care cste doar putin diferitd de cea a problemei precedente. La fel. o
variafie oarecare a conditiilor de margine conduce la o variatie corespunzitoare a solutiei.
Nerespectarea conditiei de stabilitate duce la solutii instabile care, pentru variatii mici in datle de intrare.
variatii mari ale solutici.

Dacé problema este bine (corect) pusi, atunci rezolvarea ecuatiilor (9.17) sau (9.28) permite
determinarea caracteristicilor sistemului acvifer (distributia sarcinii piezometrice, a debitelor. etc) in
cazul modificarii conditiilor naturale ale acestuia. Se realizeaza astfel o prognozi a evolujiei sistemului

acvifer in condiiile expoatarii acestuia.
10.2. Conditiile inifiale.

Studiul evolutiei acviferului implica cunoagterea stirii acestuia la un moment dat, considerat ca

moment ini{ial al procesului. Matematic, conditiile inifiale ale problemei implica definirea sarcinei
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piezometrice ¢, la momentul initial, 15=0, pe tot domeniul ocupat de acvifer, inclusiv pe conturul

acestuia. Avem atunci:

o(x.y.z,t =0) = f(x,y,2) (10.1)

unde f este o functie cunoscuta.

Trebuie amintit faptul cd migcarea apelor subterane, descris3 de ecuatiile (9.17) sau (9.28) este
un proces disipativ, care evolueazi doar intr-un anumit sens. Aceasta inseamni cd vom obtine o solutie
stabila doar pentru #,>(. Tendinta de a determina istoria acviferului prin rezolvarea ecuatiei de curgere

pentru (impi ncgativi este un exemplu tipic de problema prost (incorect) pusi ce conduce la solutii

instabile.
10.3. Conditii de margine.
Dupa cum am aritat in paragraful 10.1, conditiile de contur reflecta legatura acviferului cu

mediul inconjurédtor, fapt care impune cunoasterea fie a parametrului de stare a fluidului (nivelul

piczometric) fic a fluxului pe toate limitele acviferului.

D"////////,71//1r111717

T t 7-0
Figura 10.1: Conditii naturale de margine

Sa consideram, pentru exemplificare, cazul unui acvifer alimentat din precipitatii pe limita AB si

care se descarca in apele de suprafafa pe limita CD (Figura 10.1).Vom deosebi doua cazuri:
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1. Sarcina piezometricd cunoscutd. (Problema Dirichlet).

Pe portiunca (1, din continuitatea sarcinii rezulta ci nivelul piezometric @ in acvifer este cp:?

cotele apelor de suprafatii H. Avem deci:
ol =H (10.2)

Mai general, dac3 pe toatd suprafafa S care mirgineste domeniul D al acviferulul se cunoagte

sarcina piezometricd avern conditii de margine de tip sarcind piezometrica impusa (cunoscuta) de forma:
o(x.y.z,t)= f(x,y, z,t) (10.3)

unde f{x,y,z.1) este o funcfic cunoscutd.
Aceasta problema cunoscutd sub numele de problema Dirichlet, este o problema bine pusa si

poate (i formulata astfel:

Sa se rezolve ecuafia de miscare (9.17) pentru condifii inifiale de forma (10.1) §i conditii ¢

margine de tipul (10.3).
2. Flux normal cunoscut (Problema Neumann).

Pe portiunca 4B acviferul este alimentat prin precipitatii & céror valoare eficace (partea din

precipitalii care se infiltreazi) este . Daca notdm cu n versorul normalei exterioare atunci avem:

L

g e =q,=W (10.4)

In relatia (/0.4) am notat cu q debitele specifice in acvifer, iar prin g, componentn acestori ..

normala la suprafata AB.(Figura 10.2)
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Problema prezentata poate fi generalizata: daca pe toatd suprafaja S carc margineste domeniunl
D al acviferului se cunoaste componenta normali a fluxului avem condifii de margine=de tip flux normal
impus (cunoscut) de forma:
ols =q-n|s = g(z.y. 2.t) (10.5)
unde ¢, este proicc{ia debitului specific pe directia normalei exterioare a suprafajci § cc mirgineste

domeniul D iar g(x,v,z.1) este o funcfie cunoscuta

2

Figura 10.2: Condifie la limitd de tip Neumann

Avem atunci a doua problema la limite, sau problema Neumann care este o problema bine pusi

si poate fi formulata asttcl:

margine de tipul (10.3).

Introducand pentru debitul specific expresia sa definita de legea Darcy. conditia (10.5) devine:
~-KNgradp.n= g(z,y,z,l) (10.6)

Cum proiectia gradientului unei functii scalare pe o directie reprezinta derivata functici

respective pe acea directie, condifia de margine de tip Neumann devine:
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—~ =g(z,y.z2t) (10.7)

unde A/ ch este derivata sarcinei piezometrice dupa directia normalei exterioare la suprafaja S ce
margineste acviferul.

Un caz particular de condifie de ma:giné de-tip Neumann il constitue limitele impermeabile, cum
sunt BC si DE (Figura 10.1). In acest caz fluxul este evident nul i simplificind cu K relatia (10.7)‘

devine:
*» _p (10.8)
on

Cu alte cuvinte in lungul unei limite impermeabile derivata sarcinei piezometrice dupa direclia

normalei exterioare la suprafata S ce defineste limita este nula.
3. Condifii de margine mixte (Cauchy- Fourier).

In multc situatii la cotactul dintre acvifere si apele de suprafati apare un strat subire, cu
conductivitate redusa, datorat colmatarii acviferului cu sedimente fine purtate de rauri in timpul
viiturilor. Acest strat semipermeabil, dc grosime M’ si conductivitate K~ genereazi o diferenta intre
sarcina din acvifer si nivelul H, ale apelor de suprafata. (Figura 10.3).

Debitul specific prin stratul semipermeabil are expresia:

K Ho - H (10.9)
Qn - M- .

Dupd cum se observa, condifia de margine (10.9) se deosebeste esential de conditiile de margine de tip

Dirichlet sau Neumann in sensul ca exprima legatura sistemului (acviferul) cu mediul inconjurdtor atat in
functie de debite cat si in functie de sarcina @=H, necunoscuti din acvifer. Din aceasta cauzi conditiile
de margine de tipul(10.9) sunt de tip mixt: sarcind piezometrici si debit.

Generalizand, a treia problema la limite (Cauchy - Fourier) poate fi enuntata astfel:
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8a se rezolve ecuatia (9.17) valabild in tot domeniul D, mai pufin pe frontiera S a acestuia

nide este valabild conditia (10.9).

Strat semipermeabil

H/_ Nivel
. —piezometric
. __..g._. o acvifer
[~
g_— -~
= z
zZ
YRV ISR
z
Hol K H
Z

Figura 10.3: Conditie de margine de tip mixt.

Evident, intr-o problemi practicad nu avem peste tot acelag tip de condifii. Aga cum sug.rcaza

Jigurile (10.1) si (10.3) pe unele portiuni ale conturului avem conditii de margine de tip Neumann, pe

altele de tip Dirichlet sau Cauchy-Fourier.

Figura 10 4:Subdomenii de conductivitate diferitd separate printr-o interfata.
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10.4. Discontinuitatea parameltrilor hidrogeologici.

Ecuatitle de migcare sunt valabile pentru medii ncomogene si anizotrope in care insi parametrii
hidrogeologici (conductivitatea sau coeficientul de inmagazinare) sunt functii continui de punct. Mediile
geologice sunt insé caracterizate de mulie ori de limite care separd zone cu proprieldfi distincte: in
lungul acestor limite functiile carc descriu distribufia spatiald a parametrilor hidrogeologici sulerd o
discontinuitatc. Sa considerdm, spre exemplu cazul a dond medii omogenc de conductivitati Kgi K>
separate de limita C (Figura 10.4). si fie ¢ si ¢ sarcinile piezometrice in cele doua subdomenii

Vom impdrti problema in doud subdomenii in fiecare din ele fiind valabila ecuatia [ aplace avand
solutiile ¢, si ¢>. Pentru ficcare subdomeniu putem formula o problemd la limite: pentru domeniul 7,
hmitele vor fi ('; +C, iar pentru subdomeniul D, vom avea limitele C;+C. Cum limita " apartine ambclor
subdomenii pe accasta limita vor trebui specificate condifii de margine speciale care sa ‘lege’ cele doua
solutii ¢y si @.

(C)

N
(Ky) \\

Figura 10.5: Continuitatea componentelor fluxului §i refractia liniilor de curent pe interfafd.
Prima conditie se obtine {inind seama c& pentru orice punct de pe interfata (" presinnca trbuic sa
fie aceiagi. Cum cota z a punctului riméane constantd, continuitatea presiunilor implica §i continuitatea

sarcinilor piezometrice:
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‘P1|c = ‘lec (10.10)

A doua conditie se obtine din continuitatea debitelor care traverseazi limita de separafie ( "in
orice punct al acesteia( Figura 10.5) si revine, conform definitiei fluxului specific la continuitatea

componentelor normale ale acestora:

Q1n|c =<72n|c (10.11H)

sau, conform legii Darcy:

K ﬁ"i:;ﬂ%

10.12
" an on ( )

Pe de altd parte, din continuitatea sarcinei se deduce §i continuitatea derivatei acesteia in lungul

tangentei s la interfata C. Atunci derivind ecuatiei (10.10) in lungul tangentei la suprafata CC, objinem:

G, _ %,

10.13
& & ( )
§i {indnd seama de legea Darcy:
Q1|s _ (72|s (16.14)
Ky K

Fie (Figural0.5) q, si q. valorile debitelor specifice intr-un punct oarecare al interfetei; sa

notim cu o, respectv a; unghiurile ficute de acesti vectori cu normala la interfaia C. Avem atunci:

Gis = Gy, tga,

(10.15)
925 =Q2n tga2
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si, {indnd seama de relatiile (10.12) 5i (10.14):

| |
" | oy lo(, K
/A

Figura 10.6: Refractia liniilor de curent pe interfajd.(a: K, >> Ky b: K; < <K>)

Pe suprafata de contact a doud zonc cu valori diferite ale conductivtatii hidraulice are loc o refractic a
liniilor de curent, iar pentru probleme bidimensionale unghiurile de refractie sunt functie de
conductivitdfi, conform relatiei (10.16).

Sa consideram (Figura 10.6.a) trecerea dela o zona cu conductivitate foarte mare la 0 zona cu
conductivitate foarte redusa. In acest caz K, >> K, si conform relajiei (10.16) a; >> a:: la trecerea
intru-un mediu mai pujin permeabil liniile de curent devin perpendiculare pe limita de contact. In acelasi
timp liniile de curent in stratul permeabil sunt practic paralele cu limita de scpara(ié. Acest tip de limita
este considerat de multe ori in analiza acviferelor ca fiind “practic impermcabild™, neglijand curgrerea in
stratul mai pufin permeabil asimilat cu un acvitard.

Invers. in trecerca de la o zoni cu valori reduse de conductivitate K; >>K, a;<< a>: hniile de
curent in stratul mai conductor sunt practic paralele cu limita de separatie. (Figura 10.6.b). iar in cel mai
pulin permeabil liniile de curent sunt practic normale pe limita comuna. Din aceastd cauza se considera

de cele mai multe ori ca miscarea apei subterane intr-un acvitard ce separi doua acvifere este practic

verticala.
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10.4. Ecuatia suprafetei libere.

Spre deosebire de interfefele analizate in paragraful precedent, suprafata libera separa doua faze:
apa si aerul. In consecinta, suprafata liberd este o limitd a domeniului i, conform primei conditii
prezentate in paragraful (10.1) ea trebuie cunoscuti apriori. Este deci necesard o ecuatie suplimentara
care sa determine pozifia suprafetei libere. Continuitatea presiunilor impune ca pe acesta limita
presiunile in apa si in aer s# fie egale. Atunci, luind ca presiune de referin{i presiunea aerului, po., = 0,

expresia sarcinei piezometrice intr-un de pe suprafia liber este:

0="L vz=-2 (10.17)

pg

Rezulta ca suntem in fata unui cerc vicios: determinarea sarcinii piezometrice impune
cunoasterea intregului domeniu de miscare a apei, iar determinarea domeniului implicd cunoagterca
sarcinii piezometrice in orice punct al suprafetei libere.

Este deci necesara o condific de margine suplimentara pe suprafata liberd. Vom considera deci
cazul general al determinarii conditiei dc margine pentru suprafata libera in regim tranzitoriu si vom

rescrie ecuatia (10.17) in forma:
F(x.y,z.t)=o(x,y. 2,t)-2=0 (10.18)

unde F(x,v,z,1) este ecuatia curbei care defineste suprafaja liberd. Fie W debitele de alimentare orientate
vertical in jos si ¢ debitul specific intr-un punct de pe suprafata libera.(Figura 10.7)
Viteza n.-Vy de deplasare a suprafeiei libere este in fapt rezultanta acestor debite §i din

continuitatea componentelor normale ale acestora avem:

(W-q)-ﬁ:n V. n (10.19)

e
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unde n, este porozitatea eficace. Cum pozifia suprafciei libere se modifica in timp, viteza de varialic a
pozitiei unui punct apartindnd acestei suprafete este data de derivata totali si {indnd seama si de relafia

(10.19) avem:

oF oF W-
S+ Vegrad F - ~E+T-ggradF =0 (10.20)

Suprafata libera

‘=z

Z:-0 7T T T 7T 7 7

Figura 10.7:

De remarcat ca in relatiile (10.19) si (10.20) apare porozitatea eficace n, i nu porozitatea totala
n, deoarece in migcarea apei intervin doar porii interconectati, care asigura continuitatea ciiculatiei apei.
Revenind la ecuatia (10.20) se observi ci in cazul regimului permanent i in absenta alimentarii

pe vericala avem JF/A=0 si W=0 iar relajia (10.20) se reduce atunci la:
qgrad F =0 (10.21)

Cum grad F este orientat pe direc{ia normalei la suprafata liberd, anularea produsului scalar din
relajia (10.21) conduce la concluzia c3 in regim permanent, fira alimentatre pe verticala, viteza unui
punct de pe suprafafa liberi este tangenti la aceasta. Cu alte cuvinte in condiiile particulare menfionate.
suprafata libeta este linie de curent.

Revenind la evolutia suprafetei libere, avem din relatia (10.22):
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grad F = grad ¢ - k (10.22)—

unde & este versorul axei vericale.

Inlocuind atunci in (10.20) avem:
ap Yy
n, o ~-k grad ¢ - ( grad ¢ - k) -Wgrad F (10.23)

Cu observayia ca precipitatiile fiind orientate vertical n jos W=kW, objinem conditia pentrn un

punct de pe suprafata liberd in cazul unui mediu anizotrop:

(a2 (2] ()]

~[E(K W )+W]

(10.24)

'JL?ﬁ‘ﬁ—r?ﬁ—TT?—rv—fﬁ—rﬁ—rﬁv—Tv—r—rrTv—r-rrv—rrﬁv—; 7T Ty

Figura 10.8: Suprafata liberd i zonele de izvordre intr-un acvifer cu nivel liber.
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Dupa cum se observa conditia de margine pentru suprafata libera este descrisd de o ecuatic cu derivate
partiale nelineara. Reamintind ca misgcarea apei in acvifere freatice este descrisa tot de o ecuatie
nelineara intelegem de ce solutionarea analiticd a problemelor cu suprafata libera este extrem de dificili
si a fost facutad doar pentru cazuri foarte simple. Problema este in general rezolvata prin metode
numerice unde prin iteratii succesive se modificd configurajia domeniului de curgere pana este
satisfdcutd conditia (10.17)

La descarcarea acviferelor cu nivel liber in apele de suprafata, suprafata libera nu este in conact
direct cu acestea astfel incat capetele ei sa poata fi evenual determinat= printr-o conditie de tip Dirichlet.
Existd intotdeauna zone de izvorare ale apei subterane, cum este cazul segmentelor BC si 4D din
Figura 10.8. Fiind in contact cu aerul presiune pe zona de izvorare este egala cu cea atmosferica astlel

incat dealungul ei avem o condifie analoagé cu (10.17):
p=2Z (10.25)

In punctele de racord A si D suprafafa libera cste tangenti la limitele 4B sau DE. Aceste puncte
sunt de altfel singurele necunoscute ale zonei de izvordre iar determinarea lor este o parte a problemei

de analiza a acvilerelor cu nivel liber.
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11. PROBLEME RIDIMENSIONALE IN HIDRAULICA SUBTERANA

11.1. Schematizarea Dupuit

Cand am dedus ecuatia de migcare a apei in acvifere cu nivel liber (9. ) am acceptat tacit
ipoteza sarcinii piezometrice constante pe verticald. Aceasta ipotezid datorata lui Dupuit prezinta marcle

avantaj de a permite aproximarea unor probleme tridimensionale cu solutiile unor probleme hi- «au chiar

monodimensionale.

’

Ipotcza Dupuit porneste dela observatia ci pantele suprafetelor libere alc acvilerelor ficatice

sunt reduse de ordinul 1/1000 sau chiar 1/10000.

Figura 11.1: Echipotentiale in cazul unui acvifer cu nivel liber

a: situalia reald; b: schematizarea Dupuit.
Si consideram atunci un acvifer cu nivel liber, fira alimentare pe verticala, in care migcarea arc
loc in regim permancnt (Figura 11.1.a). In acest caz suprafafa libera este linic de curent iar debitcle

specifice g; intr-un punct de pe suprafatd au expresia:
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qx =- K d¢/ dx = - K dz/ds =- K sin 0 (11.1)

unde am notat cu ds elementul de arc al suprafetei libere. Inlocuirea lui @ cu z este perfect valabila
deoarece conform relatiei (10.17) pe suprafata liber3, dar numai acolo, egalitatea @ = z este valabila.
In cazu! insi 1n care panta suprafefei libere este foa:te redusi putem aproxima sinusul cu

valoarea arcului §i implicit cu tangenta acestuia. Aceasta revine la:
Sin@=tg0 =dh/dx (11.2)

In ultima egalitate din relatia (11.2) am inlocuit sarcina piezometrici ¢ cu cota h a suprafefei
libere. Aceasta insemna ci:

e echipotentialele sunt verticale;

e vitezele sunt orizoﬁtale in orice punct (Figura 11.1.5).

Faptul ci sarcina nu variazi pe vericali insemna cd am inlocuit o functie de dou# variabile gfx,z)

cu o functie de o singuri variabila h(x) reducind astfel analiza migcirii la o problem3 monodimensional

Figura 11.2

Pentru a estima ordinul de marime introdus de aproximatia Dupuit, sa consider#im un acvifer cu
nivel liber avind panta culcusului dati de ecuatia {(x). Valoarea exacti a debitelor va fi obfinutd prin

integrarea pe verticala a gradientului (Figur 7 11.2). Avem:
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K Mgz k9 oM o) %
Q= Kj: ﬁxdz_ Kdzl: pdz (p(h)dx l(p(g)ax (18.3)

In relatia precedentd am aplicat regula de integrare a lui Leibniz intrucat intcgrarea se tace doar
in fungie dec z. Deasemeni am notat cu @(h) si () valorile sarcinii piezomctrice in puncicle de coti - h.
respectiv z= (.

Fie ¢, valoarea medie pe verticald a sarcinii piezometrice, definita de:
o = [‘ o dz (11.4)
Pm =P . p :

relajia (11.3) devine atunci:

dh

d de¢
- Kk 2 N - ) 11.5
Q= -k Ll on(h - <) - ol) 22 rol9) 3¢ (10.5)

Daca vom considera patul aciferului orizontal ({=0), relatia precedenta se reducc la:

2
Q- K E’_[mm.h_’!_] (11.6)

2
0- k2 (n)_k -9‘('.’_] (1)

Comparand cele doua expresii ale dcbitelor (11.6) §i (11.7) observam ca din punct de vedere

valorii acestora. ipotcza Dupuit revine la aproximatia:
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(Pm'h——?“?' (11 8)

Daci echipotentialele tind catre verticala, atunci ((4 si cele doua relatii ale debitelos devin
identice. Se poate demonstra c3 inlocuirea sarcinii pirzometrice reale cu valoarea aproximativa ¢ 4 *

h’/2, conduce la erori avand expresia:
i=2" (11.9)

Deoarece pantele i sunt reduse i’ <~ / iar erorile in debite sunt de ordinul i’

11.2.  Limitele aproximagiei Dupuit. Formula Dupuit-Forcheimer.

Sa considerdm un acvifer cu nivel liber, avand patul orizontal (/igura 11.3). Coform ipoteser
Dupuit sarcina este constantd pe vertical3 si in acest caz intregul domeniu de migcare poate fi echivali

cu un tub de curent subtire. Atunct debitele sunt date de:

dh
= -Kh— _
Y de (11.10)

Daci se cunoaste valoarea sarcinii piezometrice A, in originea sistemului de referin{a, atunci piin
integrarea ecuatiei precedente obtinem ecuatia suprafetei libere in functie de debitele care circula prnn

acvifer:

Q==‘Kf:”"d"=§(h§—h(x)) (1.11)
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Sa consideram acum ca in punctul B situat la distanta x=/, acviferul este in contact cu apele de
supralata care au nivelul /7. Daci ipoteza Dupuit este valabila pe tot domeniul de curgere avem atinei o

problema Dirichlet. conditiile de margine fiind:

x=0 h(0)=nh,
x=L h(L)=H

(11.12)

Figura 11.3. Miscarea apei intr-un acvifer freatic in schematizarea Dupuit

Inlocuind atunct a doua conditie in ecuatia (11.11) obfinem expresia debitelor san fornmuila

Dupuit-Forcheimer:

Q=§KZ(H2-h§) (11.13)

Dar aga cum am aratat in capitolul precedent, in zonele de descércarc. suprafata libera c-(c
intotdcuna deasupra apelor de suprafata fiind separate de acestea printr-o zona de izvorare. In zona d¢
debusare, deci, parabola Dupuit se abate de la suprafafa piezometrica reala. In funcfie de forma teremilin
suprafaja libera capita forme diferite in functie de. unghiul de contact al terenului. Astlel, pentru @ =

90° (Fi igura 1.4 a §i b)) suprafaja libera este tangenta la suprafata terenului, iar pentru a< 9" (Figura

114 ¢) suprafata libera este tangenti la verticala.
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Figura 11.4: Suprafafa liberd in zona de descdrcare al unui acvifer cu nivel liber.

Abateri de la forma dati de parabola Dupuit apar i in punctul x=0 unde suprafata libera trebuic

sa fie orizontala iar conform relatiei (11.11) panta suprafeta liberd are panta data de expresia:

1h Q
my o 11.14
dx |**° Kh, ( )

In restul domeniului, aga cum am aritat in paragraful precedent, parabola Dupuit prezinta abateri
neglijabile de la suprafaja libera.

Trebuie insﬁ subliniat c debitele calculate cu formula Dupuit-Forcheimer,rdaman corecte chiar
daci in unele puncte parabola Dupuit prezinta abateri de la suprafafa liberad. Aceasta situajie, cunoscuta
sub numele de paradoxul Dupuit se explica prin prezenfa zonei de izvorre care compensaeza

micsorarea pantei fa{d de cea datd de parabola Dupuit prin mérirea ariei de curgere (Figura 11.5).
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ST ST 7SS

Figura 11.5: Efectul zonei de izvordre.
11.3. Curgerea plan- orizontali.

I.a scara regionala acviferele sunt mult mai extinse in plan orizontal decit in adancime. Astfel,
daca suprafata orizontali a acviferelor este in mod obisnuit de ordinul sutelor sau chiar miilor de v’
grosimea lor depageste foarte rar citeva sute de metri. Din aceasta cauza variatiile sarcinii hidraulice pe
verticala sunt reduse comparativ cu cele pe orizontal3. Cu alte cuvinte schematizarea Dupuit poate fi
extinsd si la probleme tridimensionale considerand ca:

e sarcina hidraulic3 nu variazi pe verticala;,

e Componenta verticald a vitezei este neglijabild si atunci miscarea apei « ubterane arc loc doa

in plan orizotal.

In consecinta sarcina piezometrici este functie doar de doua variabile spatiale: @~ @(x.v.7). ar
problema tridimensionald, descrisa de ecuatia (9.4 ) se reduce la o problema bidimensionald. Inainte de a
deduce ecuatiile de migcare ale apei in conditiile valabilitdtii schematizirii Dupuit, vom introducc ali doi
parametri caracteristici acviferului, dar numai in conditiile miscarii plan-orizontale: transmisivitatea si
coeficientul de inmagazinare.

Sa consideram atunci.'un acvifer sub presiune, de grosime M (Figura 11.6), in care debitul tranzitat arc

expresia:

Q:—f,w K grad ¢ dz (11.15)
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Figura 11.6: Schematizarea Dupuit in cazul unui acvifer sub presiune.
4 !

Deoarece in migcarea plan-orizontald, sarcina este constantd pe verticald. relajia precedenta

devine:
Q=-—grad<p[;w Kdz =-T grad ¢ (11.16)
ande am notat cu 771 T ] transmisivitatea acviferului. definita de:

T:LM K dz (11.17)

In cazul in care conductivitatea este constanta pe vericala.transmisivitatea se defineste simplu ca produs
dintre conductivitatea hidraulica si grosimea stratului.

Transmisivitatea este un parametru caracteristic numai acviferclor sub presiune, in condititle
valabilitatii ipotezei Dupuit i arc semificatia debitelor care parcurg unitatea de grosime a acviferului sub
acfiunea unui gradient unitar.

In mod anal8g poate fi definit si coeficientul de inagazinare al unui acviler sub presiune. Vom

relua pentru aceasta definitia data de relagia (9. ) a inmagazinarii:
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AV

o MVaps (11.18)
Vit - A

Cum volumul acviferului V,,, din care este cedata apa este data de produsul A11. unde .1 este ana

acviferului, relajia precedenta devine:

AV
S-__ a8 (11.19)
M.A-Ag
sau
AV
S=—A—A'% (11.20)

unde am notat prin Sy coeficientul de inmagazinare a acviferului, parametru adimensional. conform
ultimei egalitati din relatia (11.19).

Ca si transmisivilatea, coeficientul de inmagazinare este o caracteristicd valabild doar in cazul
acviferelor sub presiune, in conditiile valabilitafii ipotezei Dupuit si are semificatia volumului de apa
drenat (stocat) pe unitatea de arie a acviferului la o variafie unitara a nivelului piezometric.

11.3 Problema plan orizontali in cazul acviferelor sub presiune.

Si consideram un volum elementar de control dintr-un acvifer sub presiune de grosime A

(Figura 11.7). In intervalul de timp ot volumul intrat este:
q,Mdy +q,Mdx (11.21)

unde g¢; si g, sunt debitele specifice care intra pe fefele paralele cu planele ZOY, respectiv X(Z

. Volumul de api drenat din volumul de control are expresia:

0
M(q, +29- dx)dy + M[qy + idy)dx (11.22)
ax oy
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q, Mdx

Figura 11.7: Ecuafia de continuitate pentru un acvifer sub presiune in schematizarea Dupuit.

In acelasi interval de timp nivelul piezometric variazi dela @) la @1+ A) iar volumul de apa

acumulat este:
MS - dxdy -[@(t + &) - p(1)] (11.23)

Bilanful masic pe volumul de control revine atunci la:

ﬁql (7q_‘.
_ M(—(;+—ﬁ;)5:=SM[¢(:+5:)—¢(:)] (11.24)

sau, trecand la limitd. pentru 6t —0:

MH&Q‘“’('):SM@ (11.25)

- Mdivg=SMIlim
&0 0"1
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Daca inlocuin debitele specifice din relajia precedenta cu expresia lor din legea Darcy si {indind
seama de expresiile (11.17) ale transmisivitatii, respectiv (11.20) ale coeficientului de inmagazinarc,

obtinem ecuatia de migcare a apei subterane in acvifere sub presiune:
, ¢
div(T grad ¢) = S, > (11.26)

In cazul in care in punctele de coordonate x;,y; se afld un put cu debitul Q ecuatia precedcnia

capita forma finala:

V4 (?w) Vi ( 0"(0) Aoa
— | Ix—|+—|Ty— Sx,y.,)=S, — 11.27

unde &x, y,) este functia Dirac[L'] iar O sunt debitele extrase pe unitatea de grosime a acviferului
[1’T']. Dupa cum se observa in conditiile ipotezei Dupuit migcarea in acvifer este descrisa de o ecualic

’

bidimensionala.
11.4 Efectul drenantei in cazul acviferelor sub presiune.

Sa consideram un acvifer sub presiune separat printr-un strat semipermeabil (acvitatrd) de un all
acvifer superior. Fie ¢ si ¢mnivelele piczometrice in acviferul inferior respectiv in cel superior (Figura
11.8). Sa presupunem ci ¢n > ¢. Atunci are loc o alimentare prin drenanta a acviferului inferior din ccl
superior. Dar.asa cum am aratat in capitolul 10 liniile de curent in acvitafrd sunt refractate aproape de
normala, astfel incat miscarea in acest strat este preponderent verticala, debitele tranzitate g * avand

expresia:

G S P . (11.28)
M o

unde am notat cu:
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o K*si M’ conductivitatea, respectiv grosimea acvitatrdului;
e o= M/K  coeficientul de drenanti a acvitardului [7].
Atunci ecuatia de bilan{ masic a acviferului (11.26) trebuie modificati prin introducerea

debitelor de alimentare g :

, Po— @ o9
div(T grad £ T -_8§=I 11.29
( (p)+ c ot ( )

Figura 11.8: Efectul drenantei verticale

Daci acviferul este omogen si izotrop, atunci prin impirtirea cu T ecuatia precedenta devine:

2 2 o
7 90,0 ¢, %-0_5co (11.30)
ox oy A T ot

Ecuatia (11.30) introduce alli doi parametri caracteristici numai acviferelor sub presiune.

12

e factorul de drenanfa A=(oT)"* [L] care caracterizeaza distributia spatiald a drenanfei:

¢ coeficientul de difuzie hidrodinamicid D=S/T
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113 Acvifere cu nivel liber.

qu-%gyy—dy)hdx

F-—7
/dx M
y dy |

gy hdx

hit)

Figura 11.9: Conservarea masei intr-un acvifer cu nivel liber in schematizarea Dupuit.

FEcuatia de miscarc in cazul unui acvifer cu nivel liber se deduce urméand acelasi rajionament ca in
cazul acviferelor sub presiune. Considerand aportul pe verticald datorat precipitajiilor B termenii
cevajici de bilang sunt (Fignra 11 9):

e ntrar:

N-[qlh(l_v + g hdx Hnlr(ly] (11.31)
LIRS IR
' 3 q,
(‘fl(‘h(q‘ 5 ((_i' (L\')(l_y + h(\q L+ (3—: (I_y) d_\':l (11.32)

e acumular:

n, de dv[h(t + &) - (1)) (11.3%)
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Seabserva ¢ s-a finol seama de schematizarea Dupuit considerand debitele specifice g, si g,
constante pe toata grosimea lamei de apa h. Aceasta implica faptul ca nivelul piczometric h este
constant pe verticali fiind deci unctic de numai cele doud variabile spaiale pe directic orizontald v ¢ si
v

Decascment se neglijeazi deformabilitatea matricei solide, capacitatea de inmagazinare fiind egali
doar cu porozitatea eficace n,.

Scriind bilanful masic §i trecind la limita pentru & —0 obfinem in definitiv ecuatia de migcare a

apei n acvifere cu nivel liber, in conditiile ipotezei Dupuit:

, #
g(hKLJré(hKéq+W=n;i (11.34)
A\ "B Aa

Dupa cum se observd ecuatia de miscare a apei in acviferele cu nivel liber (11.34) este nelineara.
Intr-adevar, sa consideram pentru simplificarea expunerii mediul omogen si izotrop. Atunci ecuafia

precedenta devine:
w\ (@) Fh Fh W e
(g)+(@)+i7+é_+_=m___ (11.35)
K a

unde primii doi termeni eviden{iaza nelinearitatea ecuatiei.

Ori, rezolvarea unei ecuatii nelineare este mult mai dificila, indiferent de metodele de rezolvare
utilizate, analitice sau numerice. Din aceast3 cauzi este utild a linearizarea ecuatiei de migcare, pornind
de la obsevatia ca temenii de tipul Kh pot fi echivalati cu transmisivitatea din ecuatia de miscare a apei in
acvifere sub presiune (11.27). Trebuie insd mentionat ca spre deosebire de transmisivitate care este
constanti in timp, transmisivitatea echivalenta variazi in timp odata cu nivelul piezomelric h(x.y.¢0).

Aproximatia ficuta este atunci valabili doar cand variatiile in timp ale nivelului piezometric sunt
reduse. Pornind de la aceasta observatie deosebim doua tehnici de linearizare:

a. Se cunsidera ca fluctuatiile nivelului piezometric 4, sunt neglijabile fata de o valoare medie a

acestuia h,. Fie arunci T,,=Khnsi T,=Kh, valoarile medii a transmisinitatii echivalente. constanta in timp
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si respeciv flucuatiile acesteia variabile in timp. Cum 7T, >> T, ultimile valori pot fi ncglijatc numai in

produsul KA din ecuatia (11.34) care capita forma lineara:

ﬁ(r (;')+(9(T d’)+w * (11.36)
—\T,—|+—=|T,— =n,— .

&\ "&x/ I\"& ‘a

b. Termenul din dreapta al ecuatiei (11.34) poate fi scris in forma: (n/h)[AH/2)A]. Daca

flucualiile nivelului piezometric sunt mici atunci termenul # = (n,/h) si numai acesta poate fi considerat

constant, iar ecuatia 11.34) devine lineara in h’:

K7 +K =n (11.37)

Dintre aceste doua tehnici, prima este de departe cea mai des folosita deoarcce. atunci cind
ipotezele Facute sunt valabile, conduce la o ecualie formal identica cu cea din cazul acviferelor sub
presiunc.

Ca i in cazul problemelor tridimensionale pentru ca problema si fic bine pusa sunt necesare

condifii inifiale si de margine. Conditiile inifiale ale ecuatiei (11.26) au cxpresia:

O(X.y.1=0) ~ [(x.y) (11.38)
unde / este o functic cunoscutd pe tot domeniul de curgere, inclusiv pe fronticrele acesteia.

. Conditiile de tip Dirichlet in care se cunosc valorile nivelului piezometric pe o porfiune () a
acviferului. Acest tip de conditii,foarte comode din punct de vedere matematic, apar in cazul unui
contact pertect al acviferului cu apele de suprafala (rauri, lacuri), In acest caz se impun in acvifer
nivelele din riu.

~Conditiile de tip Neumann in care se cunosc valorile debitelor pe o porfiune ("> a

acviterului.avand tormula:
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Je = —T%'Q = f(x, p1)

unde f{x.y,1) este o functie cunoscutd,iar n este directia normalei exterioare la suprafafa C; a acviferului.

nivel piezometrc acvifer

R3u LLLLLLLLLLLLLL L ALLLL

SO = SR ONSRER I

] . .. .
= A ST
VoL 7777777777777 777777777777

77

strat semipermeabil (K', M*)

Figura 11.10: Efectul colmatdrii la descdrcarea unui acvifer

. Conditii mixte dc tip Cauchy — Fourier.Exemplul tipic in care se impun astfel de conditii este
cazul contactului impetfect dintre acvifer si apele de suprafatd. Aceste contacte imperfecte sunt
datoratc colmatini acviferului cu fracfiunea find a sedimentelor transportate de rau. Se formeaza astfel
un strat semipermeabil subjire,de grosime M* si conductivitate K* care determina N diferenia intre
sarcina piezometrici ¢n din acvifer gi nivelul H din rau (Figura 11.10).

Fie T = M*/K* drenanfa stratului impermeabil. Continuitatea componentei normale a debitului

implica atunci:

K| = (11.39)
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Acest rezultat este valabil i in cazul in care normala exterioard nu este orientatd dupa direcfia
x.Dacd notdm cu n  versorul normalei exterioare la limita C; rau — acvifer, atunci continuitatea

componentei normale a debitelor specifice conduce la:

H-
(Kgradg)-ii=—2| (11.40)
g

sau inmultit cu M, grosimea acviferului:
-T——=M— c (11.41)
sau:
H-¢

0=M— (11.42)

unde ) este debitul drenat.
Avem atunci o condifie mixta caracterizatd printr-o relatie dintre debit §i sarcina piezometrici la

limita acviferului.
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12. APLICATIL ALE IPOTEZE1 DUPUIT

12.1. Acvifer sub presiune

Sa consideram un acvifer sub presiune, avand transmisivitate variabild, 7(x). Cunoscind valoarca
sarcinit hidraulice in doua puncte, situate la distanta L ne propunem si determinim ecuajia nivclului
piczometric precum si debitele care circula in acvifer.

( Figura 12.1).

Figura 12.1: Acvifer sub presiune

Tinand seama de caracterul monodimensional al problemei, ccuatia de miscare (11.26) arc atunci
torma simplilicata:

d dh
a[r(x)a»]:o (12.1)

In definitiv avem de rezolvat o problema Dirichlet, condifiile la limite fiind:

(12.2)
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Integrand ecuapa (12.1), objineny:

dh
T(x )dx C, (12.3)

Constanta (; va fi determinata din conditiile de margine. Integrand ecuatia (12 V) intre v 0 i

un punct oarecare x obtinem:

T() fdx h(x)—h, (12.4)

in cazul in care x=L ,atunci h(x) =hs relajia precedenta conduce la:

dx
c,l: Fix) =t ha (12.5)
si deci:
_ hB —hA
c, - f i (12.6)
T(x)

Inlocuind constanta C; in relatia (12.4), obtinem ecuatia care descrie distributia sarcmnii

piezometrice in orice punct situat intre marginile O §i L ale domeniului:

dx
T(x)
dx
T(x)

h(x)=h,+(hg—h,) (12.7)

In cazul unui mediu omogen, T(x) =Typ=constant, ecualia precedentd devine:
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h(x):hA+(hB—hA){- (12.8)

"‘Dupi cum se observa, intr-un mediu omogen si izotrop, sarcina piezometrica variazi linear si

este independenta de transmisivitate. Debitele care circuld prin acvifer au expresia:

dh _

Q=C, = T(X)E_C, (12.9)

Inlocuind constanta () din ecuatia (12.6) avem:

Q= @»-_d';" (12.10)

T(x)

Este deci suficient sd cunoagtem distribufia transmisivitatii si obtinem imediat valoarea debitelor.

Astfel, pentru unui mediu omogen, T(x) =Ta=constant $i ecuatia precedenta devine:

Q=7 04

(12.11)

Regasim astfel rezultatul experientei Darcy exins la scara acviferului.

12.2. Acvifer sub presiune cu drenanti verticali.

Vom considera (figura 12.2.) un sistem acvifer alcatuit din:

e un acvifer jnferior, omogen si izotrop de transmisivitate T,

e un acvitard omogen si izotrop de grosime M’ si conductivitate K

e un acvifer superior, omogen si izotrop, avand nivelul constant o, independent de variatiile de

nivel din acviferul inferior.

Bilanjul masic pe un volum de control elementar are expresia:
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Q(x ) - [Q(x)+ %dedex -0
X (12.12)

sau -———+0=0
dx

AR I VUL,

|l Oy, | QxtdQx H
|| H
TTT TIPS 7777 777777777777

Figura 12.2: Acvifer sub presiune cu drenantd verticald.

In relatia de mai sus Q reprezinta debitele care circula prin acviferul inferior, dat. iar o reprezinti
debitele specifice provenite prin alimentarea prin drenanta si sunt datorate diferentei de sarcina dintre
cele doud acvifere. Cum migcarea apei prin acvitatrd este esential verticald, avem atunci. conform legii

Darcy:

w=k T h (12.13)
M

Introducind in ecuatia de continuitate (12.12) avem:

%(T%)+%[ho—h(x)]:0 (12.14)
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sau, jindnd seama de omogeneitatea acviterului:

d?h(x) 1 1
t=ay hx=—gh, (12.15)

unde am notat cu A° = (K¥M*T) [L’], factorul de drenanti.
Solutia generala a ecualiei diferentiale lineare neomogene (12.15)este data de solutia generala a
ecualiei omogene la care se adaugi o solufie particulara a ecuatiei neomogene.

Dup2 cum se observa hy este solutia particulard ciutata gi atunci soluia generald a ecuatiei

(12.15) este:
X X
h(x)=_C, exp(—x)+C2 exp(x)+ho (12.16)

Constantele C, si C, se determina din conditiile de margine:

x=0 h(x)=h,=C, +C,
! ' 12.17
x=L h(x)=hg=C,exp '£)+C29Xp(£)( )
U A A
Rezolvand sistemul obtinem valorile constantelor C, si C, , care inlocuite in relatia (12.16)

conduc la expresia sarcinii hidraulice:

- ! L-
© h(x)=hy+ ——;—[(ho —h,)sh 75 +(hy - ho)shﬂ(lz.ls)

sh
A

Debitele pot_fi calculate cu lege Darcy, dar objinem mai ugor expresia lor {inind seama de

extinderea infinitd a acviferului. Atunci, pentru x—<o, drenanja se anuleaza §i avem:

lim h =h, (12.19)

X —»0
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Deasemeni (7> ) deoarece sarcina hidraulicit nu poate avea decat valori finite T conaecmnti

constantele de integrare devin:

C,=h,-h,

12.20
6 o (12.20)

Inlocuind in relatia (12.16) objinem pentru saccina piczometrica:

h(x)=hgy+(ha —-ho)exp(—{-) (12.21)

Conform legii Darcy si luand in consideralie si relatia de mai sus objinem pentru debitc:

dh T X T .
Q=19 T, —hg)en(-X) = Ty -n,] 22

Dupa cum se observa, factorul de drenanta A are rolul unci lungimi echivalente si anume este
] Y

fungimea unui acvifer de lungime finita prin care ar circula aceleagi debite ca gi in cazul acvilerului

cu drenanti. de lungime infinita.

12.3. Acviler freatic stratificat,
a. Stratificafie orizontala.
Sa consideram 1 acviter alcatuit din doua strate orizontale avand conductivititiile K. i K.

Stratul inferior are grosimea finitd, M, iar in stratul superior curgerea este cu nivel liber ( Fignra

12.3). Conform schematizarii Dupuit sarcina piezometrica este constanta pe verticald. pe (oald grosunca
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lamei de apa, inclusiv la cpetele acestuia unde are valorile ha. respectiv A;. In consecinid acviferul poate
[i echivalat si in acest caz cu un tub sutire de curent, iar debitul total este suma debitelor care circula in

cele doua strale.

dh dh
=-K,M——-K,(h-M)— 12.23
Q M~ Kal )4y (12.23)

)

M Ky

///////'//7//7//7//////////7//(/////////////7////7/7/////

Figura 12.3: Acvifer cu stratificatie orizontale.

Integrand pe toatd lungimea de curgere, avem:

]j Qdx = —k,Mfo’ dh - K, fo’ (h - M)dh (12.24)

obtinand in final expresia debitelor:

ho -h

= KM
Q=K, T

k
+ 52 [the - M - (h, - M| (1225)
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Relatia precedenti araté ca acviferul stratificat poate fi echivalat cu suprafata a doud acvifere: un
acvifer omogen, sub presiune de transmisivitate T=K;M si un acvifer freatic, avand culcusul la cota
z=M.

Daca in relatia (12.24) integram intre x=0 §i un punct oarecare x, ob{inem ecuatia suprafetei

libere:

h?(x)-h?

Qx = -k,M[h(x)-h,]-k,M[h(x)-h,]-kM (12.26)

b. Stratificatie verticald.

Vom considera un acvifer freatic neomogen, alcatuit din dous subdomenii avand

conductivitatiile K, si respectiv K,. Fie L,si respectiv L, (Figura 12.4) lungimile celor doua tronsoanc.

R R TR RS K RIITLTBIIRILTRIH

ufm
||lq

T 77777777 777777777 7777777777777 777777 7T 7777777
-—— 1

Lz——-———h
Figura 12.4: Acvifer cu stratificafie verticala.
In conditiile valabilitajii ipotezei Dupuit, debitele In fiecare tronson sunt date de formula Dupuit

- Forchheimer (1 l.I-.3). Atunci,daca h este nivelul comun la limita de separaie, continuitatea debitelor

implica:
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Q=———v-(ho—h2) 0<xc<lL, (12.27)
si respectiv:

k2
Q - —<_

=2 (W -h) L <x<L, (12.28)
21,

Elimindnd pe & din cele doud ecuatii obtinem expresia debitelor:

_h?
hL--,— (12.29)

Q= hfﬂ_ |
2["’ + LZJ
ky ks

Dupa cum se observa relatia (12.29) este o generalizare a formulei Dupuit - Forchheimer in care

conductivitatea este data de valoarea ei echivalentd pentru un sistem de doud tronsoane verticale .

conform formulei (7.***). Atunci rezultatul objinut poate fi generalizat pentru » strate:

Q= - (12.30)

Pentru determinarea ecuatiei suprafefei libere vom considera tronsonul al doilea. Daci aplicdm

formula Dupuit -Forchheimer pentru un punct situat la distanta x avem:

B h(x)-hi,

) " Sk L (12.31)

Particularizind pentru x=L, ob{inem valoarea sarcinii piezometrice la contactul dintre cele doua

tronsoane in functie de A;:
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h,=h2+22 (12.32)

Inlocuind pe A, in (12.31) si {indnd seama si de expresia (12.29) a debitelor obtinem in final pentru
suprafata libera:

—Q + —g%dx

—LLWW"”
"in

I

r7irrnngrirzzrrzrzzzzzzzzzzz7777,
L

Figura 12.5: Bianful masic intr-un acvifer cu nivel liber alimentat din precipitafii.

In cazul unui acvifer freatic, alimentat prin precipitattii (Figura 12.5) avand debitul specific

bilanjul masic corespunzitor unui volum de control conduce la urmitoarea expresie:

—‘;—Q+W=o (12.39)
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sou, and seama de legea Darcey:

d( M)
kh =] +W =0 235
o (12.35)

Desi este o ecualic nelincard, ecuafia precedenta se integreaza usor, prin separarea variabilclor si

objinem:

- 2 FOx4+C =0 (12.36)

Constantele (' $1 C» se determind din conditiile de margine:

[
x=0 h=h 12.37
x=L h=#h (12.37)
Foxpresiile lor sunt:
, (12.38)
_ ko, . W
(-'I = —-21(111 - ho) - 2"

Dupa inlocuirea valorilor constantelor in relafia (12.36) obtinem ecuafia suprafeici

libere care esle o parabola:
K[h(x)? —Hg]--mx(L—x)+k{—(hg—hf):O (12.39)

Debitele care circula in acvifer se obtin integrand ecuatia (12.34). Avem:
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ovy e, (12am

sau, inlocumd pe € cu valoarea sa din (12.38):

’

O(x) = u'L% - _\‘) - ;I-(i-(hj - h}) (12.41)

Dupad cum se observi. debitele sunt variabile pe orizontala. Aceasta se datorcazd alimentarii
continui din suprafata cu debitele specifice W, ceeace face ca acviferul s3 nu mai poatd i considerat un

tub de curent.

Abscisa punctului de maxim al suprafciei libere se obtine din conditia dh/dx- 0 din (12.39) sau
]
din conditia Q=0 din (12.41):

Amax — _2__ 2",1 ("02 - hi) (1242)

Din acest punct porneste o linic de cumpand, MN (Figura 12.6) care scpara ccle doud directit de

curgere, spre cele dou zone de drenaj AB si CD. Valorile debitelor drenate se obtin usor, din condipiile

x=0, respectiv x=-L din ecualia debitelor (12.41):

o= 54 g (=)

2 2L
vk (12.43)
Q",=l,= -5t ﬂ(h,} - "Z)

Trebuic subliniat faptul c3. in zona liniei de cumpana. ipoteza Dupuit nu mai este valahilid. Aga
cum se prezinta in figura 12.6. liniile de curent sunt mai degraba verticale decdt orizontale cum ar trebui
sd fie in cazul in care ipoteza Dupuil ar fi respectatd. Deasemenea in zona de drenaj suprfafa liberd reald

difera de parabola Dupuit data de ecuatia (12.39).
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Dupa cum am mentionat drenjul este caracterizat prin zone de izvorare (Figura 12.6). Acestca
fac ca debitele calculate in conditiile schematizirii Dupuit sa fie corecte, chiar daca panta suprfefci libere
difera de .cea reald. Figura ]12.7. schijeaz3 zona de valabilitate ale ipotezei Dupuit intr-un acvifer cu
nivel liber: ea se afld in zona centrald a domeniului; in dreptul unei limite verticale impermeabile sau in

zonele de debusare aproximarea suprafefei libere cu parabola data de (12.39) nu mai este corecta.

Figura 12.6: Spectrul hidrodinamic in vecindtatea linici de cumpand.
12.5. Acvifer cu nivel liber cu drenan{d verticald.
Fie un acvifer freatic alimentat din precipitatii dar in care o parte din apa se descarca prin
drenanja verticala prin intermediul unui acvitard alimentand un alt acvifer cu nivel liber. (Figura 12.7.).

Vom considera un acvifer freatic care se efileaz3, lungimea zonei de drenanta fiind L. In acest caz

ecuatia de bilan{ pe volumul de control (12.35) se modificé:
-—-Qq(x)=w (12.44)

dx

unde debitele descarcate prin drenanta au expresia:
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-h+M'_h+M'

M o

g=k (12.45)
In relafia de mai sus am notat prin:

- K" si M" : conductivitatea respectiv grosimea acvitardului;
- 0= M/ K : coeficientul de drenant al acvitardului;

Tindnd seama de legea Darcy, ecuatia (12.44) capita forma

REREREEEN

q drenat

Figura 12.7: Bilanful masic in cazul unui acvifer cu nivel liber §i drenanid verticald.

2h2 h M'
k"_2+W: *M o (12.46)
dx o
saul.
d’h’
ey -2Ah-2B=0 (12.47)

unde am notat cu:
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A--', p-M -w
ko ko

. dk
Inmul{ind ecuatia (12.47) cu hz; obfinem:

dh) d ( dh) ( dh) dh
h--|—-—|h—|- —_—1 - _—= .
2( ix) dx ) ax 2Ahl h Ix 2Bh ax 0 (12.48)

Ca si in cazul precedent ecuafia de migcare (12.47) este tot o ecuajie nelineara. Pentru a o

intezra vom inmul{i ambii membri ai ecuatiei (12.47) cu hdh/dx. Obtinem succesiv:

d( dh‘)’ 2 .dh?® _dh?
all L LA -B =0 12.49
dx dx 3 dx dx ( )
$i
2
(hﬂ) 2 An?iBh2+C (12.50)
dx 3

Daci L este abscita punctuluiin care acviferul se efileazi, atunci in acest punct avem h=0 si

implicit C=0. Ecuatia (12.50) revine la:

2
. %}:(—%Ah+8) (12.51)

care, inlegrala prin separarea variabilelor conduce la:

V2
x+C=—%(§Ah+B) (12.52)
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Pentru determinarca constantei C este necesard o condific suplimentara. la limitd. Fic hynic elul

piezometric in puncul x (. Atunci:

2 72
C = %(:2; Ah, + B) (12.53)

Introducénd in (12.52) obtinem ccualia suprafeiei libere:

2 72
h(x)=hgy + ég-—--f—\(gAho+B) (12.54)

Dupa cum se observa, integrarea ecuafiei nelineare a comportat in acest caz o seric intreaga dc
artificii. De aceea in cazul in care fluctuafiile nivelului piezometric sunt mici este preferabil sa linearizam

ecuatia de migcare (12.46) prin introducerea unei transmisivitati medii 7=Kh. Avem atunci:

2
TE’_Q__!’_’LEHD -0 (12.55)
ax o
Sau:
2 ;
dh _h+B o _, (12.56)

unde am notat cu A" = 7'a, factorul de drenanti al acvitardului.
Sc objine astfel o ccualie lineara in A, Urmind acelagi procedeu ca in cazul unui acvifer sub

presiune, cu drenania ( ccuatiile 12.14 si 12.15) obfinem o solutie asemandatoare cu (12.16):

2
-;-) 25 sy

h=8+ G, exp(— %) +C, exp( 7

Constantele () si C; se pot determina din conditii la limite, de tipul:
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x =0 h =h, ‘
(12.58)
x =L h =h,

12.6. Puf perfect intr-un acvifer sub presiune

Un puf perfect intercepteaza acviferul pe toatd grosimea acesstuia. Si consideram atunci.
(Figura 12.8) un acvifer cu extinderea infinita, avind transmisivitatea T. Inainte de extragerea prin

pompare a unui debit constant , nivelul piezometric este constant avand valoarea H, pe loat4 suprafata
domeniului.

fl

RXIR I TR TTII ALK

nivel piezometric initial

L4
S

: H=¥R
T 25w fr
R

pett——
//////////, //////%//
. —oJ

Y

MK

LLLLLLL ////////, > ,/

N l Lot |'

(r)—.i ) .'..' .:= l ,"-. . . r.—- Q(f)
.. -

. l l'- . e
//////////7////////7 /77777777

- R '

7////// 77 77

Figura 12.8: Denivelarea in jurul unui puf perfect dechis intr-un acvifer sub presiune

Din momentul extragerii debitului (, apare o denivelare s, sarcina piezometrica ¢ prezentiand

varialii spatiale pe toata suprafata domeniului. In sistemul de coordonate cilindrice si in regim permanent

migcarea apei subterane este descrisd de ecuatia (9.***) pe care o0 vom rescrie pentru comoditatea
expunerii:
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_1__‘3(,29)+L3_‘P+6_‘P=o (12.59)
ror

Dcoarece curgerea este axial simetrica sarcina piezometrici este independenta de unghiul 4.
Deasemeni, conform schematizirii Dupuit, sarcina piezometrica este independentd si de cotaz In
consecinjd curgerea este axial simetricd, atit nivelul ¢ cit si denivelarea s fiind funcii doar de raza r.

Ecuatia precedenta se simplificd atunci, reducindu-se doar la primul termen:

li(r @) -0 (12.60)
ror\ or

Separand variabilele, aceastd ecuatie se integreazi ugor avand solutia:

¢0=C,Inr+C, (12.61)

Pentru determinarca constantei C, trebuie conoscutd sarcina piezometrica intr-un punct
oarecare. Fic R, raza la care sarcina piczometricad rAmane practic nemodificatd. Deci pentru »=R avemn

@ =I. Inlocuind in relafia precedenta, obfinem pentru C,.
C,=H-C,InR (12.62)

Pe de alta parte debitele care traverseaza suprafata cilindrica de raza r i grosime M. permit

determinarea constantei Cy:

Q = 2nT, Z—“i = 2nr%
’Q (12.63)
C, =
2nT

Introducand aceasta valoare in relatia (12.62) objinem pentru constanta C»:
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Q
C,=H-—InR 12.64
2 2nT ( )

Dupi Inlocuirea constantelor C; si C; in relatia (12.61) obfinem expresia denivelarii intr-un puf

perfect in functie de debitele extrase:
¢-H=S=——In— (12.65)

Conform relatiei precedente calculul deniveldrii intr-un punct oarecare necesita cunoasterea razci
de influentd a putului. Putem ins3 calcula sarcina piezometrica intr-un punct oarecare situat la distan{ »:
de axul putului in functie de sarcina piezometrica intr-un punct situat la distant r,. Fie atunci ¢ si
respectiv ¢, cele doua nivele piezometrice. Scdzind expresiile (12.65) obtinute pentru fiecare din ele

rezulta relajia Theim intre sarcinile piezometrice sau deniveldrile in doud puncte oarecare:

Deasemeni sarcinile piezometrice intr-un punct pot fi calculate si firs a cunoaste debitele

extrase (). Pentru aceasta si notidm cu ¢. nivelul piezometric masurart la o distan{a egala cu raza pufului

r.. Relatia (12.65) devine:

-2l (12.67)
2nT R

o, - H

Impartind ecuatiile (12.65) si (12.67) obfinem:

In(r/ ro)

ofr)-o, =(H —(PZ)W‘”_)

(12.68)
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DDupd cum se o"serva odata cunoscute sarcinile piezometrice la distenge egale cu raza putului, respectiv
.cu raza de influentd este posibilé determinarea sarcinei piezometrice in orice alt punct frd s4 cunoastem

debitele extrase si transmisivittea acviferului.
12.7. Put intr-un acvifer cu nivel l:ber.

In conditiile valabilita(ii schematizirii Dupuit, curgerea in jurul unui put care deschide un acvifer
freatic p4ni la culcusul acestuia este tot radial simetrica (Figura 12.9).
Fie atunci A cota suprafeti libere, create in urma extragerii debitelor Q. Pentru un punct situat la

distanfa r de axul putului avem:

Q=2uhk 3" (12.69)
dr

nivel initial
>

Figura 12.9: Denivelarea in jurul unui put perfect dechis intr-un acvifer freatic.
Integrand pe tot domeniul de alimentare, cuprins intre raza r., a pufului i raza de alimentare K a

acestuia, avem:
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R dr :
wa --;-:anﬁ‘ h dh (12.70)
sau:
R 2 2
Qin — = nk(H? ~h) (12.71)
ray

In relatiile de mai sus am notat cu h, i H nivelele corespunzitoare razei r a putuluj si
respectiv, razei de alimentare R a acesluia.

Spre deosehire de cazul pufului deschis intr-un acvifer sub presiune, debitele extrase de un puj
intr-un acvifer cu nivel liber depind de patratul sarcinii piezometrice. Pentru cazul unei deniveldri mici
comparativ cu indlfimea lamei de apa (h = 1) relatia de mai sus poate fi linearizata introducind notiunea

de transmisivitate echivalenta, 7= Kh. Aproximatia se mai sus implica atunci si:
H+h=2H (12.72)
iar expresia (12.71) a debitelor devine:

Q = iEE (12.73)
R
In -

r

unde am notat cu s denivelarea intr-un punct situat la distanja » de axul putului.Dupa cum se observa,
introducdnd notiunea de transmisivitate echivalenta debitele extrase de un put intr-un acvifer cu nivel
liber au expresia tormal identica cu debitele extrase dintr-un acvifer sub presiune. FEchivalenta poate fi
extinsa si in cazul diferenfei dintre denivelarile dintre doud puncte. obtindnd o relajie analoaga ecnatici
Theim. Fie atunci duoa puncte situate la distaniele r, si r; pentru care nivelele sunt A; i A. Inlocuind pc

h.si Hdin (12.71) cu A; si h; avem:
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Q r
h2 -h!=""In-2 12.74
2 1 nknr, ( )
si:
Q r
H-S,-(H-8) =In2 12.75
(H-S;)" —( 1) nk",’ (12.75)

Dupa dezvoltarea expresiei (12.75) si notand cu s = s-s’/2H, denivelarea corectat obfinem o

relatie analoaga ecuatiei Theim:

. . Q r
S;-S,=—1In2 12.76
T2 2mk o, (1276)
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13. SPECTRUL HIDRODINAMIC.
13.1. Potentialul vitezelor.

Sa consideram un mediu omogen §i izotrop in condifiile unei probleme plan - orizontale, si fie

functia:
o=Kp (13.1)

Avem:

gradg = pgradK + Kgradep = q 13.2)

Campul vitezelor ¢ deriva deci dintr-un potential scalar & Funcfia d¥x,y) poartd numele de
potential al vitezelor, iar curbele de egal potential (& = constant) se numesc linii echipotentiale.
Conform relatiei (13.2) vitezele g intr-un punct sunt orientate in lungul normalei la liniile echipoteniale.
Cum liniile de curent sunt tangente vitezelor , implicit ele sunt ortogonale pe liniile de curent. Aceste
doua familii de curbe (echipotentialele si liniile de curent ) descriu in mod sugestiv migcarea fluidului in
tot domeniul

Notiunea de potential al vitezelor a fost extinsi si in cazul mediului neomogen, iar curbele de
egal nivel piezometric se numesc tot linii echipotentiale. Conform legii Darcy, in cazul mediului
neomogen dar izotrop, liniile de curent sunt tangente la directiile gradientului i implicit sunt ortogonale
pe echipotentiale.

in consecin{a intr-un mediu heterogen §i izotrop echipotentialele si liniile de curent alcituesc din
dova familii de curbe ortonormale, iar intr-un mediu neomogen §i anizotrop cele doua familii de curbe se

intersecteaza sub un unghi diferit de 90°.

.

13.2. Functia de curent.

Deoarece in regim permanent, ecuafia de continuitate are forma divg = 0, atunci cdmpul vitezelor

derivi dintr-un potential vector 4 (' 4,, 4,, 4;), astfel incit avem:
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divrot A =0 (13.3)

in conditiile schematizarii Dupuit, migcarea este intotdeuna plan - orizontala ( q: = 0) $i avem:

dAl %}'
q, = -5
P 4 @ &
M, A
e N 13.4
ay=Z (13.4)
oA
g, =0=2r -2
& &

Ultima ecuafie are ca solutie posibild solufia banali 4, = A4, = 0, caz in care primele doua

ecuafii(13.4) se reduc la :

q - 4
P
13.5
o, (13-3)
q,=-—>

Exista deci intotdeuna o functie de dou# variabile 4, = ¥{(x, y) astfel incét derivatele ei si fie

componentele vitezelor Darcy:

o
-’
13.6
oY (13.6)
Y

Functia ¥{x, y) se numeste funcfie de curent i are urmitoarele proprietifi:
1. Este o diferentiala totala exacta. introducind componentele (13.6 )

ale vitezelor in ecuatia de continuitate avem:
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divg = a, +@ g(ﬂ) +£.(_ ﬂ)

= = 13.7
a3 a\a) e\ a0 (3.9
si:
7Y ;Y )
% = % (13.8)
ceeace revine la:
N N
d\P=Edr+Edy (13.9)

2. Functia de curent este constanti in lungul unei linii de curent. intr - adevar, pornind dela

ecuatia liniilor de curent pentru o problema de curgere bidimensionald, obfinem succesiv:

Ll = L4 (13.10)

q, qy
si:

q,dy-q,dx=0 (13.11)
si findnd seama de (13.6) pentru componentele vitezelor:

N HNH

—dc+—dy=a¥=0 13.12

a %ty dy (13.12)
sau:

¥ = constant (13.13)

Pentru a stabili semnificatia fizicd a constanei din relafia precedenta vom considera un tub de

curent delimitat de dou linii de curent oarecare pentru care functia de curent are valorile ¥; §i respectiv

¥;. In volumul de control ACBD (Figura 13.1) in care masa se conservé avem, in absenfa surselor:
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ACB ADB
Rezulta ca integrala fluxului intre doua linii de curent este independentd de drumul parcurs i

depinde doar de pozitiile relative ale punctelor de integrare.

Atunci debitul total care stribate o suprafati oarecare AB are expresia :
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R "

Q= [q-dS = [q.dy-q,dc (13.16)
A

A

sau, finind seama de expresiile (13.6) ale componentelor g, si g, ale fluxului specific:

B_ __B ﬂ _ﬂ ——a .
Q=;fq-dS—Af—éydy &= Ajd*{’_l}'. P, (13.17)

Deci diferenta ¥, - ¥, dintre valorile functiei de curent care mirginesc un tub de curent
reprezinta valoarea debitului care strabate acel tub.

in condijiile valabilitaii schematizarii Dupuit, cele doua familii de curbe de egal potenial ¢,
respectiv de functie constanta de curent ¥ caracterizeaz univoc migcarea apei intr-un acvifer in sensul
ca permit cunoagterea atat a sarcinei piezometrice cit §i a debitelor care strabat acviferul in orice zon a
acestuia. Cele doua familii de curbe alcituesc spectrul hidrodinamic al curgerii in acviferul respectiv.

3.Intre derivatele functiei de curent ¥si ale potentialului existd relatiile Cauchy — Riemann:

=-Z (13.18)

Aceste relatii se obfin imediat egalind componentele debitului specific dat de ecuatiile (13.2) si
(13.6). Rezultd ci si functia de curent satisface ecuatia Laplace. intr-adevar derivind ecuatiile

precedente in functie de x §i respectiv y §i {inénd seama de (13.8) obtinem in final:

= (13.19)

in conditiile 1;roblemei bidimensionale cele doudl familii de curbe de egal potential @, respectiv
de functie constanti de curent ¥ determind univoc curgerea in sensul ci pentru un domeniu dat aceste
doud familii de curbe sunt unice i alcatuiesc spectrul hidrodinamic al migcdrii apei subterane in

acviferul respectiv.
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Spectrul hidrodinamic caracterizeazd complet hidrodinamica acviferului deoarece determini atat
distributia sarcinii piezometrice cat gi a debitelor in orice punct al acestuia.

De remarcat cd pentru o problemd dati este suficientd doar determinarea uneia dintre ccle doua
functii. S4 presupunem de exemplu cd se cunoaste distributia potenfialului ¢ pe tot domeniu. Atunci

introducand relatiile Cauchy — Riemann in expresia (13.9) a diferentialei functiei de curent obtinem:

N N G, &
="+ Ty =Py P
773 a5

si deci putem objine distributia lui ¥ in lungul orcérei curbe:

v Zo-5e]

Analog, introducénd relajiile Cauchy — Riemann in expresia diferentialei totale ¢ ob{inem:

. I(%d,_%dy) (13.20)

4. Intr - un mediu neomogen dar izotrop spectrul hidrodinamic este alcituit din doua familii de

curbe ortonormale.

Pentru aceasta si notam cu ds (dx,dy) lungimea de arc a unei echipotentiale si cu dS (dX, d¥)

lungimea de arc a unei linii de curent. Cum in lungul unei echipotentiale ¢ = const, avem:

, dqy:%dxw%dy:O (13.21)

Elementul dS al liniei de curent este definit prin:

ax _dr (13.22)

q.l’ qy
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sau , inlocuind componentele fluxului in funciic de derivatele sarcinei piezometrice,

conform legii Darcy:

dv 4y
- (13.23)

g o
K K5

Eliminand S/ §i Ap/dy din relatiile (13.18) si (13.20) objinem relatia de ortogonalitate dintre

componentele celor doui arce:

dxdX +dydY=0 (13.24)

Figura 13.2

in general spectrul hidrodinamic se construicste cu pagi egali Ag, respectiv 4 ¥ intre izolinii: pornind
atunci de la valori cunoscute (spre exemplu o echjpoteri;iala de pe contur, sau o limiti impermeabila
luata ca referinta, 7’:—- 0) se poate construi din aproape in aproape intreg spectrul. Si considerdm atunci
o zoni din spectrul hidrodinamic caracteristic unui acvifer neomogen dar izotrop §i s notam cu s,
distanfele medii dintre echipotentiale, respectiv cu b, distantele medii dintre liniile de curent (Figura

13.2). Continuitatea debitelor pe un tub conduce atunci la relafia:
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A A
Q:K@;ﬂ=&@—ﬂ (13.25)

I 5

Aceasti relajie permite extrapolarea conductivitatiilor (sau a transmisivitatiilor) in lt ngul unui

tub de curent, cunoscand valoarea intr-un singur ochi.

13.3. Poten{ialul complex

Se consideri o functie w de variabild complexa z=x+iy ale cdrei componente sunt @ §i ¥ avem
deci:

w=g+i¥ (13.26)

Deoarece atéit componenta reald c8t §i cea imaginar3 satisfac ecuatia lui Laplace, functia w

satisface gi ea ecuajia lui Laplace:
Aw=Ap+ iAd¥ =0 (13.27)
Derivind funcfia w aven:

dw dp M
dw _dp ¥ 13.0
i & T a (13.28)

sau {inand seama de ecuatiile Cauchy Riemann '13.18)

dw dp M
= i =g -i 13.29

dw . - L .
Funcfia W = e este denumitd vitezd complexd, deoarec? partile ei reale §i imaginare sunt
z

componentele debitelor specifice. Functia w prin derivarea cireia s-a obfinu* viteza complexa este
potenfialul complex al curgerii. Potentialul complex determina deci univoc spectrul hidrodinamic.
Accasta a permis analiza migcIrii apei subterane in plan complex prin rezolvarea ecuafiei Laplace

(13.27) obtinand apoi spectrul hidrodinamic prin separarea partilor reale de imaginare.
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Mctoda prezinta avantajul utiliz2rii transformirilor conforme ceeace a permis analiza nunor
probleme cu gecometrie complicatd, inclusiv a determindrii pozitiei supralefei libere.

Dezavantajul constd in faptul cd metoda este aplicabita doar problemelor bidimensionale gi
regim permanent. Chiar i in acest caz eficacitalca metodei este limitata de dificultatile Icgate de
scpararca partilor reale gt iinaginarc ale solutici ecuatiei Laplace. Dezvoltate puternic pana in anii "60,

interesul pentru aceste metode a scdzut odatd cu introducerea simuldrii matematice.
complex.
1. Curgerea uniformd intr-un acvifer infinit
Vom considera un acvifer omogen $i izolrop extins in tot planul XOY. Miscarea apci subterane
este uniformai si caracterizald prin debitul specific constant g, orientat in lungul axei OX .
Solutia ecuatiei Laplace este atunci:
w =gz = gfx+iy) (13.30)

iar viteza complexa este:

W= g 13.31
= = cl. (13.31)

Echipotentialele sunt date de partea reald a funcfiei W si au deci expresia:
@ =qx (13.32)
Funciia de curent reprezintd partca imaginara a functiei w avand formula:

¥ =qy (13.33)
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Spectrul hidrodinamic este dat de doud familii de drepte perpendicnlare: cchipotengialele paaalele

cu axa Oy, respectiv linitle de curent paralele cu axa OY.
2. Puf perfect intr-un acvifer infinit

In capitolul 12 am dedus sarcina piezometrica in jurul unui puf de raza r,. deschis intr-un acvifer

sub presiune, de transmisivitate unitard. Conform relatiei (12. 65 ) avem:

o=Lnl (13.34)
2t n,

Liniile dc curent sunt orientate pe directia razelor ce converg in foraje. Daca 6) este unghiul [Gcut

de raza corespunzitoare punctului M(r. §) atunci ecuatia functiei de curent este:

v-2o-9 pee? (13.35)

2r 2r x
Se observa cd diferenta dintre liniile ¥(6=27) si ¢(0=0) corespund debitului Q.
Tinand scama de faptul ca z=re'’ potenfialul complexal al pujului intr-un acvifer omogen si
1izotrop de transmisivitale neunitaré este:

Y%

w=—lnz=g(lnr+i0)+const (13.36)
27 2n

Rezultatul poate fi usor generalizat pentru un mediu omogen de transmisivitate 7.

w =£lnz+constanl (13.37
22T

13.4. Relatii intre caracteristicile spectrului si structura

geologicd

Sa considerdm pentru exemplificare un cdmp quasiuniform, in care vitezele sunt paralcle dar au

valori diferite.
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S S2

P

Ky Kz

P28 Prap

“Figura 13.3: Spectrul hidrodinamic la contactul a doua zone cu conductivitdli diferite.

Spectrul hidrodinamic cste alcatuit atunci din dou familii de drepte si perpendiculare. Cum tuburile de

curent sunt orizontale avem atunci b, = b, si realtia (13.22) se reduce la:

K _S _§ (13.38)
K, S i N

unde prin i; si i; am notat valorile mcdii ale gradienientului in cele doui ochiuri. Rezulta deci ca
gradienientul hidraulic variazd invers proportional cu conductivitatea: zoncle in care echipotentialcle
sunt mai densc (gradicnt marc) caracterizeaza o zond micsorarc a conductivitdtii, pc cdnd o zona
puternic conductoare estc caracterizata printr-un gradient scézut

Aceasl observafic sugcreazi ca poate exista o corespondentd intre elementele structurale si
spectrul hidrodinamic in masura in care acestca genercaza un contrast de conductivitate. Trebuie insa
subliniat c3 accasta coresponden{a nu cstc univoca: diferite elemente structurale pot conduce la acciagi

configuratie a spectrului.

Vom prezenta in continuarc o seric de exemple fira a avea pretentia ca am epuizat toatc cazurile

posibile.
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i Efectul faliilor.

in schema din figura 13.4 cele doui falii pun in contact un bloc conductor cu dous blocuri mai
putin conductoare. ('onform celor aritate anterior, transmisivitatea mare a blocului central conduce la o

micsorare a gradientului

I+

Figura 13.4: Echipotnefiale in zona faliilor

( echipotentiale mai rare) fata de blocurile adiacente, in care densitatea echipotentialelor este cu atat mai
maic cu cat contrasul de conductivitate fajd de blocul central este mai mare. Invers, daci blocul ridicat ar
1 fost mai putin conductor, propriefatile sale ar fi fost reflectate prin densitatea mai mare a
cchipotenfialelor din zona centrala. )

Daci o falie practic impermeabila pune in contact doua blocuri conductoare liniile echipotentiale vor fi
perpendiculare pe falie, densitatea lor fiind insa diferitd in cele doua blocuri in functie de
transmisivitafiile acestora. Deasemeni liniile de curent sunt paralele cu falia , ea insa fiind si o linie de

curent. A
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sistemele industriale} este caracterizata printr- un maxim al suprafetei potentiaie: echipotentialele s¢
inchid in jurul zonei de alimentare care genereazi un maxim. La rdndul lor liniilc de curent diverg din
interorul acestui maxim, intersectandu-se in puncte singulare ( Figura 13.5.a). Zonele de minim
caracterizeazi un drenaj local, fie el natural, unde acviferul este in contact cu apele de suprafata
(mlagtina, lac, etc) sau artificial, cand acviferul este drenat prin sisteme de puturi , drenuri continui, etc.
Ca i in cazul maximelor , echipotentialele se inchid in jurul minimului, iar liniile de curent converg
céitre acest minim intersectindu-se intr-unul sau mai multe puncte singulare din interiorul acestuia. (
Figura 13.5.b).

Trebuie subliniat ca aceste zone du alimentare sau drenaj nu apartin propriuzis domeniului de

miscare: chiar daca sunt interioare ele apartin deci conturului acviferului i sunt descrise prin condiii de

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



210

tip Neumann (flux impus cunoscut). Asa cum am aratat acelasi efect poate i datorat unor canze diferite.
Astfel, maximele sau minimele nu sunt cauzate numai de surse vizibile, cum sunt apele de suprafati sau
drenajul artificial. Ele pot fi datorate alimentdrii sau descarcirii locale a acviferului prin drenanta de

citre sau in acvifere adiacente.

18

. 4 .
zona de alimentare zon3 de dreng)
a.

Figura 13.6: Echipotentialele in vecindtatea unui réu

In regim permanent unele schimbari de pantd ale echipotentialclor indica legaturi ale
acviferului cu rauri caracterizate prin valori maxime in cazul alimentérii apelor subterane de catre cele
de suprafata (Figura 13.6 a) sau prin minime in cazul drenajului( Figura 13.6 b). De remarcat faptul ci

raul nu este caracterizat nici printr-o echipotentiala si nici printr-o linie de curent.
3. Zone cu contrast puternic de conductivitate.

Sa consideram o lentila practic impermeabila in interiorul unui acvifer. Ea este caracterizata
printr-o conditie de tip Neumann ( flux nul : & @/ch=0) pe totconturul (Figura 13.7.a). in consecinja
liniile de curent ocolesc lentila, sunt congruente cu aceasta, urmirind conturul ei. in general toate liniile
de curent igi pastreaza continuitatea in timpul ocolirii lentilei. Exista o sigura linie de curent care se
“intrerupe” in punctele S i S :acestea sunt puncte de stagnare in care viteza se anuleazi. De remarcat

faptul ca in aceste puncte are loc o divergenti a liniilor de curent ( punctul S, in zona amonte a lentilei)
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sau convergenta acestora (punctul S, in zona aval a lentilei), fard insi ca in accste punctce sarcina
piezometrica sa atingd valori extreme. Mai precis continuitatea echipotentialelor cste intrerupta de lentika

impermeabila, aceasta neaparf{inind domeniului de curgere.

~—
~~
\ o
4
Y,
\
\

Figura 13.7. Efectul contrastului de conductivitare

a: Lentile impermeabile; b: Lentile puternic conductoare.

Spre deoscebire de lentilele impermeabile, lentilele cu conductivitate foarte mare lala de zoncle
adiacente aparfin domeniului de miscare. Datoritd transmisivitatii mari picrderea de sarcina in timpul
traversarii lentilei este neglijabild astfel incat conturul lentilei se comporta practic ca o echipotenfiala
(Figura 13.7.h). Atunci chipotentialele urmdresc conturul lentilei . Linia de curent AB prezinta
caracteristicele unci linii dc cumpina, care scpara curgerca prin §i in jurul lentilei in doua domenii
distincte: intr-o parte a lentilei are loc convergenta liniilor de curent iar in cealalta parte a acesteia liniile
de curent diverg, fara insa ca debitele sa prezinte o discontinuitate. Se spune ca lentila conductoare are
caracter de pseudo sursa: spectrul ei prezinta analogii cu cele ale unei surse (de alimentare sau drenaj)
fara insa ca debitele sa prezinte o discontinuitate.

Acelasi aspect il prezinta spectrul hidrodinamic si in vecindtatea bratelor de rau ingropatc.
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4. Linii de cumpdna.

Figura 13.8: Spectrul hidrodinamic in vecindtatea unei linii de cumpana

Figura 13.8 prezinta o zona dintr-o harta hidrogeologici. Ea este caracterizata prinr-o zona de
alimentare. inchisé de echipotentiala de 50m si doud zone de descarcare. Linia de curent A3 care separi
cele doua domenii de curgere. alimentare - descircare se numeste linie de cumpind. Ea este linia pentru
care funciia de curent ¥ capata valoarea de referin|a, cu alte cuvinte in regim permanent linia de
cumpana are ecuatia ¥=(). Spre deosebire de cazul descris anterior, al lentilei conductoare linia de
cumpana este intersectata de liniile echipotentiale.

De remarcat faptul ca, spre deosebire de apele de suprafatd, pentru apele subterane.in regim

nepermanent pozi{ia linici de cumpana variaza in timp.
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13.5. Relatii de cchivalen(a intre spectrele hidrodinamice in medii

izotrope §i anizotrope

Constructia spectrului hidrodinamic reprezintd in fapt o tehnica de rezolvare grafica a ccuatici de
miscare a apei subterane. in cazul mediilor izotrope operatia este mai simpli datorita ortonormalitatii
celor doua familii de curbe. in cazul incdiilor anizotrope insa, operafia cste ingreunata mult de refractin
continua a liniilor de curcnt care evident nu mai sunt perpendiculare pe echipotentialc

Deasemeni utilizarca metodelor analitice este mult mai dificila pentru solutionarea problemelor
in medii anizotrope datorita caracterului tensorial al conductivitatii.

Sc poate demonstra ca orice problema de migcare intr-un mediu anizotrop poate fi rezolvata intr-
un mediu izotrop echivalent. Aceasta implica stabilirca unor relatii de transformare a gcometrici
domeniului, ale condifiilor de margine, ale paiametrilor de material, etc. Ne propunem dcci si echivalam
migcarea intr-un mediu anizotrop, carc reprezinta domeniul prototip intr-un mediu izotrop care constitue
domeniul model echivalent. Vom folosi indicele p pentru prototip, respectiv indicele ¢ pentru toti
parametrit din domeniul model echivalent.

Tehnica de echivalare implica ctapele urmitoare:

I. Se scriu toate ecuattile care intervin in descricrea migcarii pentru cele doua domenii.

Sa consideram un acvifer sub presiune si avem atunci:

s [cualii de miscare

Prototip:
3 y < op, ‘
—(-V; "I' ) -?:,‘ ‘ ~/: A‘ ‘,’ r " = ‘qp -Ep- ( I 33())
(;‘\‘p 1. P (}'F ’/3',; a
Model:
A7 ( an. ’ ( c ) 1%
— | K, =5+ K,——%|=8,—- 13.40
&\ Tk, AN\ A&, < a, ( )
e Vitcze
Prolotip:
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(13.41)

Model:

(13.42)

e Debite:
Prototip:
T )
, =N, m

P

(13.43)

Model:

de,dy,dz,
Qe =n, dt

€

(13.44)

2. Se scriu rapoartele dintre toate variabilele de pe prototip si de pe model. Notam cu indicele r
aceste rapoarte. Avem:
e Parametrii de stare:

sarcini piezometrice: @, -@/@p ;

debite: Or= 0. /Oy

viteze: Vir = Vie Vapl Vie = Vye 'Vipr Vor = Vo Vs

e Parametrii de material:
Conductivitd(i: K, = K. /Kyp; Kyr = Ko /K yp ; Kor = Ko /K, (13.45)
lnmagazinéri; Sr = Se /Sp;
Porozitati: - Ny = Ne /Ny,
3. Se exprima toate mariinile de pe model in functic de cele de pe prototip in functie de
rapoartele de echivalenta:

e Parametrii de stare:
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sarcini piezometrice: ¢@. @,

debite: Q. = 0,

viteze: Vie= Vip Var Vye = Vip Vyr
e Parametrii de material:

Conductivititi: K.= K, K, = K, K, (13.46)

Inmagazinari: S.= S.Sp;

Porozitati: ne = n, np,
¢ Dimensiuni:

lungimi: x, = XX, Ve = Vr Vp

timp:  fe =11,

Prin intermediul rapoartelor adimensiomale se exprima toate marimile din ecuatia domeniului
model in functie de mirimile corespunzatoare domeniului prototip. Ecuatiile (13.39) si (13.41) devin

atunci:

, K
&_‘7_[,( ﬁ‘”ﬂ%y}' g [K d”’):s,""s % (13.47)

§i respectiv:

K
v,V =-—"-—— (13.48)

§i o altd ecuatie analoagd pentru componenta pe direcfia y a vitezei.

4. Stabilirea relatiilor intre rapoartele de echivalen} incét cele dou sisteme de ecuatii care

descriu migcarea prototipului si fie formal identice.
Astfel pentru ca cele dou3 ecuatiile de migcare pentru prototip (13.41), respectiv (13.48) si fie
identice este necesara existenta egalitdilor :
ok K
L =—2T¢@ (13.49)
X, Y,

Deasemeni, identitatea tuturor componentelor vitezelor pentru prototip exprimate de cétre

ecuatiile (13.41) si respectiv (13.48) implica urmiroarele relatii intre rapoartele de echivalenta:
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|- K:‘,’{/,)f,
Yonx,
K_,.,(P, (13.50)
"’ - n’y"
In final obtinem din relatiile (13.43) pentru identitatea debitelor:
Qi1 =nxy,z, (13.51)

5. Determinarca relatiilor dintre parametrii modelului i cei ai prototipului.

in exemplul prezentat avem 13 rapoarte de echivalen(a: Ky, Ky, Koro nnSeo e ez 0 Vi W
V.. (- @51 numai 10 relajii de cchivalenta, date de ecuatiile (13.47) - (13.50). Vom alege atunci arbitrar
un numar de rapoarte de echivalenta unitare (in cazul de fata 4), cu alte cuvinte marimile respective sunt

identice pentru prototip si model. Spre exemplu daca alegem

Or= o= 1= =1 (13.52)

objinem:

2
L4ﬁq (13.53)
"’

Dupa cum se obscrva conductivitatea echivalenta este egald cu media geometricd a
componentelor principale ale conductivitatii mediului anizotrop. Aceasta relatie este valabila doar cu

respectarea strictd a cgalitdyii (13.52). si poate fi ugor generalizatd pentru o problema tridimensionald.
Avem atunci:

K, =(K.K.K) (13.54)
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in acest fel prototipul, un mediu anizotrop, a fost transformat intr-un model izotrop. De remarcat
faptul ca transformarca se refera nu doar la parametrii de material (conductivititi, inmagazinari,
porozitali, etc) dar si la conditii de margine, dimensiuni ale domeniului, etc. Odata rezolvata problema

pentru mediul izotrop se transformi solugia prin inversarea relatiilor (13.52)-(13.54) pentru prototip.
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14. PRINCIPIUL SUPRAPUNERI EFECTELOR

In formularea data de Newton principiul superpozijici stabileste ca: *“ In cazul in carc i inmile
externe pol fi adundte atunci pot fi adunat gi efectele lor”. In hidraulica subterana = prin actinni ¢xterne”
sc intelege actiunea intregului mediu exterior asupra sistemului acvifer prin inermediul interleteln
alcatuite din frontiercle naturalc ale acestuia. Din punct de vedere cantitativ actiunile cxterne sunt
caracterizate prin conditiile de margine. Principiul lui Ncwton poate fi atunci reformulat astfel: = /n
cazul in care conditiile de margine pot fi puse sub forma unei sume de conditii particulare arunci i
solufia ecuayiei generale de miscare este suma solutiilor obfinute pentru fiecare din condifiile dv
margine particulare ”. Valabilitatea principiului superpozitici implicd nu numai linearitatca condititlor
de margine dar i a ecuatiei care descric procesul. Dupd cum am aratat numai in cazul acviferelor sub
presiune miscarea apei subterane este descrisa de o ccuatie lincara. Aplicarea principiului superpozitiei

in cazul acviferelor cu nivel liber conduce deci la rezultate eronatce.
14.1 Principiul superpozitici in cazul sistemelor acvifere.

Vom considera pentru exemplificare migcarca apei in regim nepermanent intr-un acvifer suh

presiune, descris de operatorul lincar si omogen:

) = div(Teradg) - § ﬂ;’ =0 (14.1)

8

Lincaritaea este datorata faptului ¢a operatorul 1 este [unctie num.ai de potentialul ¢ s1 de
derivatele sale tar omogenitatea este datorata avsenfei termenilor sursd. Trebuic subliniat ¢d atal
condifitle de margine, Dirichlet sau Neumann cat si conditiile inifiale sunt linearc in potentialul ¢

Pentru acest tip de problema principiul superpozitiei poate fi formulat astfel:

Daci ¢y, ¢>. ... ¢, sunt solutii particulare ale operatorului(14.1) atunci orice combinatic lincan

dcestora de forma:
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(/) = Z ("I{p’ (‘4 2)

este deasemenea o solutie a operatorului respectiv.Suma generald este deci suma solutiilor particulare.

Lp) =2 UCp) =2 CL o)

In cazul in care miscarea apei subteranc este descris3 de un operator linear dar neomogen de

forma:

L(p) = div(Tgradg) - S % + J(x y})Q +W=0 (143)

principiul superpozitiei are urmatoarca formulare:
Daca ¢ este o solugie particulard a operatorului neomogen (14.3) §i @1, @»... o sunt solufii

particulare ale operatorului omogen (14.1) atunci solufia operatorului neomogen are forma:

o=@+ 2. Co, (14.4)
=1

in relatiile (14.2) si (14.4) am notat cu C; valorile unor constante arbitrare. iar cu &Xx;.y,) functia
Dirac. Avantajul principiului superpozitiei constd in aceea c3 o problema complicata in ceeace priveste
conditiile inijiale sau de contur poate fi redusi la o serie de probleme mai simple. Solutia problemei
constd in suprapunerea (insumarea) sarcinilor hidraulice i ale debitelor rezultate din analiza
problemclor mai simple. Trebuie insd indeplinite urmatoarele conditii. ‘

ool Operatorul diferential sa fie linear. in consecin(a in cazul migcdrii apei in acvifere cu nivel

liber nu poate fi aplicat principiul superpozijiei.

2. Conditiile initiale i de margine s fie lineare. Daci solutia problemei se poate obtine prin
suprapunerea solutiilor datorate unor conditii de margine mai simple, fiecare dintre acestea trebuie sa
depinda numai de conditia de contur respectiva si si fie independentd de celelalte conditii.

Vom considera citeva exemple pentru clarificarea acestor afirmatii:
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14.2. Suprapuncrea efectelor conditiilor de margine. Regim permanent.

e

a. Problema Dirichlet.

=0 =0 ¥=H, =0 ¥=Hs
Cs ) ) r—\{ D
T 1
T cl + 1 P=0 + A + = T cl=H.
l‘P=0 =
G2 e ¥=H, $=0  P=0  ¢=0 @4, P=H,
LE_J v o ) )
P =H;, =0 v=0 v=0 p=H,

Figura 14.1:Proncipiul superpozifiei in cazul problemei Dirichlet( dupa.). Bear.1977)

Vom analiza problema apei in regim stationar, intr-un mediu omogen si izotrop. In acest caz

operatorul (14.1) ia forma ecuatiei Laplace:

% + ‘;z‘f =0 (14.5)

Sa consideram ca pe portiunile C;, C;, Cj §i C, ale frontierei C avem conditiile de margine sub
forma de potentiale impuse H,, H, H; st H, (Figura 14.1) si fie @ acest potenjial. Sa notdm cu ¢;. ¢-.
¢ @4 solutiile urmatoarelor probleme particulare: @, satisface ecuatia (14.5) pentru conditiile de
margine: ¢, = H, pe portiunea C; a frontierei C si @, = 0 pe portiunile C,,C;,C, ale frontierei
respective; ¢ este o.solutie a ecuatiei Laplace pentru conditiile de margine ¢, = H pe porfiunea (: a
frontierei C si ¢ = () pe portiunile H,, H;, Hy, etc.

In acest caz avem:

P=@ +0,+ 0+, (14.6)
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Sa observam ca relatia (14.6) este un caz particular al formulei (14.2) a principiului superpositics
in care constantele (', = /.

Toate conditiile impuse anterior sunt respectate: ecuatia de migcare este lineara. iar conditiile dc
margine sunt independente. Aceasta face, de exemplu, ca solutia ¢; s3 fie doar doar functie de conditiile

de margine H; si independenté de conditiile de margine pe celelalte porjiuni de frontiera.

b. Problema Neumann.

¥=0
Cs W
1l c {
2.9 (;=o 'y
on C; on
V" L__J

Figura 14.2: Proncipiul superpozifiei in cazul problemei Neumann( dupa J. Bear.1977)

Vom relua excmplul precedent. considerdnd insd cd pe portiunile (' si (7> cunoastem gradientul

sarcinii pe direclia normalei la frontiera avand expresiile:

= fi{x.»)
(7¢ (14.7)
} ‘ fz x }')

Pe portiunea 'y si Cy se pastreaza conditiile de margine de tip Dirichlet: ¢|. = /1, si respectiv
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Solutia generald a problemei se obfine prin insumarea solutiilor particulare ¢, @». .. oy ale

ccuatiei Laplace pentru urmatoarele condifii de margine (Figura 14.2).

- ¢y este solufia operatorului (14.5) pentru %lq = f,(x,y) : %‘—Iq =0, ¢,|C1 =0 si ¢,

G, =0

- @2 verificd ecuatia l.aplace pentru %‘q =0, %lq = f,(x,y) , %IC: =0, ¢2|(.. =0

- 3 este solutie a ecuatiei Laplace pentru conditiile de margine %:’— ¢ = % =0, (pl|(‘ =N,
D, = 0
i analog:

Ap ap. .

"(5:. l(_l :73’—‘—,(‘1 =0 R q,‘l(' =0 S @ G = H‘

Solutia problemei va fi atunci:

=@ttt gy

c. Efectul pupurilor.

icy ) ([ Q-0) () )
P=H, Q=0 Q=Q, Q=Q:
(Cs) + |¥=0 =0 * =0 = ¢=H, P=H,
i Q=0 ?=Hs 1 Q=Q, 1 Q=0 1 Q=q,
¥P=H; ¥=0 =0 ¥ =H

Figura 14.3:Proncipiul superpozifiei in cazul unui sistem de pufuri. ( dupa J. Bear,1977)
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in acelagi acvifer omogen si izotrop vom considera dova puturi de extractie P si /; avind
debitele () 51 Q,. Conditiile de contur sunt de tip Dirichlet y)|( = H, respectiv ¢ =11, (Figura 143

Solujia generald a problemei se objine prin suprapunerca solutiilor particulare ¢, @, ¢s.
A

¢ corespunde solufici fird pufuri; la randul ei aceasta solutie se obline prin superpozitionarea a

doua solupii mai simple in care conditiile de contur sunt: ¢| c =H, si (pl,_.2 =0 respectiv ¢|. =0 si

(’"(‘, = Hz ;

@, corespunde situaliei in care in puful />, avem Q = ) iar in puful P, debitul extras este nul.

=0 Cbnditiilc de marginc sunt: ¢|_ = qvl ¢, =0

@3 corespunde situatiei in care (; = 0 si in pujul P; se extrage debitul O = (), Conditiile de
margine sunt aceleagi ca cele de la punctul precedent: ¢)| ¢ = (o|(‘l =0

Pentru ca sa poata fi aplicat principiul superpozitiei trebuie ca pugurile sa fie suficient de
departate de frontierd pentru ca deniveldrile create sd nu afecteze potentialul de pe contur.

in toate aceste trei cazuri analizate au fost indeplinite cele doud conditii enuntate in paragralul
14.1:

- ecuatia de migcarc lincatd

- condijiile de margine pot fi puse sub formd de sume. Solufia generala este atunci suma
solutiilor particulare obfinute pentru fiecarc din termcenii sumei care alcdtuiesc conditia de contur

gencrala.
14.3. Regimul nestationar de miscare
a. Conditiile de contur constante in timp.

Fie un acvifcr sub presiunc omogen §i izotrop in care migcarea apei subterane este descrisa de

ecuajia:

3o ¢ p
r[ 7 3 +w(x,y,t)=83 (14.8)
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Conditiile initiale sunt:

o y.1=0) =fix,y) x,yeD (14.9)

iar conditiile de margine sunt de tipul Dirichlet

o(x,y)c = gx.») (14.10)

unde prin C am notat frontiera domeﬁiului D a acviferului. Se observd ¢ termenul care imprimi
caracterul nepermanent al problemei il constituie debitul # de alimentare din suprfafa.

Solutia generald poate fi obfinutd prin suprapunerea a doud solutii particulare: ¢;-si @2

Prima solufie ¢; neglijaza debitul de alime atare pe verticald, ‘si revine la rezolvarea urmitoarei

probleme: Sa se rezolve ecuaia:

T(‘?I"’+52“’J=s% (14.11)

in conditiile initiale gi de margine (14.9) si (14.10).
Cea de-a doua solutie @; ia in considerare debitnl de alimentare pe verticald dar conditiile de

margine sunt de forma ¢(x, y] c := 0. A doua sclutie implica deci sezolvarea problemei: S se rezolve

4’(*")’16 =0

b. Conditii de contur variabile in timp.

Vom considera un acvifer sub presiune, omogen i izotrop a ciirei migcare estc descrisa de

ecuatia:
T(0"1¢+f_91£)=5’_5‘2 (14.12)
ov

Conditiile initiale sunt:
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v 0) = 0 Xyl AEARY

iar conditiile de margine sunt variabile in timp.

qa(x,y,!)l(. = g(x,y.t) (14.14)

bott)
/

LTI

—

hg(t)
9(Z) 4 (t-2)de
]
t
i _’

Figura 14.4: Proncipiul superpozifiei in cazul unor condiii de margine variabile in timp.

Pentru a rezolva aceastd problema este necesar si suficiént s3 cunoastem solutia ecuatiei (14.12)
nenteu aceleasi condiii iniiale (14.13) dar pentru conditii de margine de tip Dirac: ¢(x, y.1). = &(1)

4

Reamintim ca functia Dirac este definita de:
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0 (=0
o) = o =0

[s(e)di =1

Vom nota cu G(1) solutia ecuatiei (14.12) in care conditiile de margine au forma unui impi\uls

Dirac gi avem:

G) = L{g=6@)]

Vom descompune functia g(7)din condijia de margine (14.14) intr-o succesiune de “coloane”
avand latimea infinitezimald dz Vom reprezenta functia g(1) ca o serie de “functii coloana” localizate in

centrul intervalului dr (Figura 14.4) si avand valori nule in orice punct al acestui interval. Avem atunci:

g(t):Z[g(r)dr]J(l—t) (14.15)

Fiecare din termenii sumei este o solutie a operatorului linear (14.12).

Lg(r)dr - 8(t - 1)} = g(z)dr - L[8(t - 7)) = &(7)- G(1, - t)dr

Atunci conform principiului superpozitiei suma rcprezentati de ecuatia (14.15) este solutia

generald a ecuafie (14.12) pentru condifiile de margine (14.14). Avem deci:

LY [gl)dzs(t - 0)]) = . L g()6(r - 2))dr = 3 g(1)- G¢ - 7)dr

Trecéand la limita pentru micsorarea intervalului dz suma se transforma in integrla i solutia

ccuatiei (14.12) pentru conditii de margine (14.14) devine:

-

ol0) = [(z) Gle—1)dr (14.16)
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Solutia ecualiei de migcare pentru conditii de margine variabile in timp g(?) reprezinta convolufia

functiei g(¢) cu raspunsul G(?) al mediului la un impuls unitar.

14.4. Aplicatie. Efectul puturilor in acvifere infinit extinse.

N

Efect puguri

LLLLLLLL 4 LLLLLL LLLLLLLL 2 Y ////u//l/u////lli VIPPIIIY,
| |
il

r777////7//7//f/7///7/7//7/7////////77///777”///‘////7}77

Figura 14.5: Suprapunerea deniveldrilor create de mai multe puuri.

Exemplul prezentat in paragraful 14.2b sugercaza posibilitatea aplicdrii principiului superpoziiei
in calculul denivelarii create de unul sau mai multe puturi. In principal trebuie ind;:plfin‘iie doud conditit:

1.linearitatea ecuatici de migcare si a condifiilor de margine in sarcina hidraulica

2. amplasarea puturilor la distanje suficient de mari de limitele acviferului astfel incét
denivelarea impus3 in puturi sd un afecteze potentialele impuse pe contur.

Ultima condi{ie este indeplinitd de acvifere cu extindere foarte mare, practic infinite. Conform
principiului superpozitiei problema generald comport3 urmitoarele etape:

- Calculul distributiei sarcinii piezometrice in absenta pufurilor, pentru conditiile de margine

impuse. In exemplul prezentat in Figura /4.5 s-a considerat un acvifer omogen si izotrop, extins la
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infinit caracterizat printr-o curgere uniformi. In scctiunca verticald analizatd, piczomeltria naturali este
caracterizatd printr-o drcaptd inclinati a carei pantd este gradientul hidraulic natural.

- Calculul denivclarii create de fiecare put in conditiile unui acvifcr stagnant. caracterizat prin
sarcina constantd ¢ ; = ().

- Determinarea efectului puturilor prin fnsumarea (suprapunerea) deniveldrilor calculate la
distributia potentialului in mediu neperturbat.

Pentru a exemplifica aplicarea metodei vom considera doud cazuri:
a. Puf intr-un acvifer uniform cu extindere infinitd

Daca vom alege sistemul de referini{d in punctul de amplasare al pufului solufia problemei se

obtine prin insumarea rezultatelor obfinute in capitolul 13.

-

KL X
"Q‘-.{&"
L \

| .
{

+— g —
BN

f

Figura 14.6: Spectrul hidrodinamic al unui puf deschis intr=un acvifer uniform.

Potentialul complex are atunci formula:
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Q
W=—x_ .
~-lnz+qz (14.17)

Separand pirtile reale i imaginare obtinem spectrul hidrodinamic caracterizat prin

echipotenfialele:

_qu ___Q_ _QM.I l 2, .2
(o——-——T +2”Tlnr— T +4”Tln(x +y)(l4.}8)

unde M este grosimea stratului, respectiv functia de curent:

9
2nT

M
0=qy—+£arclg% (14.19)

Y=
v+ T " om

unde prin ¢ am notat debitul constant din regim natural iar prin T transmisivitatea acviferului.
Spectrul hidraulic este caracterizat piin doud elemente (Figura 14.6)
- Punctul de stagnare ale cdrui coordonate se determina pundnd conditia ca viteza s se anuleze.

Avem:
vy=-2 M 2 =
. & T 22T x*+y? (14.20)
, o % Q0 vy _ '
Yo g 2T x'+y?
Anularea componentei pe directia y a vitezei conduce la y = 0, iar din prima ecuatie, pentru y = ()
obtinem:
PR
Xg =~
2nTq (14.21)
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Observam din ecuatia (14.19) cd pentru punctul de stagnare @ = 4.7 .Otinem atunci pentru

accastd conditie ecuatia functiei de curent ce trece prin punctul de stagnare:

Q
‘P=pﬁ

- Linia de cumpénd ce separdi curgerea in spre puf de curgerea in regim natural. Conform
definitiei date in capitolul 13 ecuatia ei se obtine din condifia ca diferenta dintre valorile functiei de
curent si fie egald cu debitele captate de put. Alegind axa OX ca functie yy=0, obfinem ecuatia linici de

cumpdna:
Y. ng(M) (14.22)
X

Observam ci atunci cind y tinde la infinit Htinde la zero ob{inem pentru asimptotele lmiei de

cumpina:

Y. = 2_qQIZ (14.23)

unde M este grosimea acviferului.

b. Efectul dubletului perfect

Figwra 14.7: Dubletul perfect
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Un dublet este alcituit din doud puturi,dintre care unul de extractie iar celdlalt de alimentare.
Dubletul este considerat perfect atunci cind debitele celor doud puturi sunt egale.

Vom considera un dublet perfect in care cele dou puturi situate la distanta 2d sunt deschisc intr-,
un acvifer omogen i izotrop (Figura 14.7) cu extindere infinitd Putul de alimentare este amplasat in
punctul M(-d,0) si genereazi potentialul complex:

-2,
W, = AT In(z - d) (14.24)

Analog, putul de drenaj amplasat in punctul M'(d,0) genereazil potengialul:

W, =- 2 In(z + d) (14.25)

2T

Figura 14.8: Spectrul hidrodinamic al unui dublet perfect

Prin superpozijie objinem potentialul complex al dubletului:

- Q  z-d
=—]
2nT nz+d

(14.26)

Fie punctul P situat la distaniele 7 §i r; de cele doud puturi. Avem atunci:
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z~d:r,e'a' o
pid = rze"" (14.27)

si potentialul complex capéti atunci forma :

W= -2—%[1“:—; +48 - e,)] (14.28)

Separtdnd partile reale i imaginase objinem componertele spectruli drodinamic:

g . n
=% lnL
e (14.29)
_ Q.

Ecuatiile echipotentialelnr se objin ugor daci observiin din primes ecuatie (14.29) cd @ =

r
constant implicd —- = cons tan . Avem atunci:

(e

§i apoi:

2 2
(x—dl+c) 2 4dC (14.31)

i-¢/ 7Y Tu-or

Echipotentialele sunt deci cercuri ale ciror centre au coordonatele:
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1-C (14.32)

4 e

1 razele:
si razele —C

Din ecuatiile functiilor de curent avem:
2n¥
1g7=tg(6{—€,)=C‘ (14.33)

unde C* este 0 constanta.

Din Figura 14.7a se observl ci :

- =2
1g6 = Y d § 186 t+d (14.34)
Dezvoltand ecuatia precedentd objinem atunci:
dy 1
x2+(y_F) =dz(l+c*’) (14.35)

i 2
) i coordonatcle

Liniile de curent alciituiesc tot o familie de cercuri avind razele: d(l t o

centrelor;

d
x=0 §i y-F (14.36)

Cele doua familii de cercuri — cercurile lul Apolonius — sunt prezentate in Figura 14.8
Trebuie subliniat ci suprapunerea efectelor este valabilt numai in cazul acviferelor sub presiune

unde ecuatia de curgere este lineard. In cazul acviferelor cu nivel liber unde migcarea apei subterane este
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descrisd de o ecuatie nelincard suprapunerea efectelor conduce la rezultate eronate. in practica se
utilizeazd, uneori principiul superpozitiei si in cazul acviferelor cu nivel liber. Daca deniveldrile
‘produse sunt mici comparativ cu indlfimea lamei de apd ecuatia de curgere poate fi lineara, asa cum s-a
ardtat in capitolul 12 §i erorile vor fi mici. Evident ci In cazul in care ecuatia de migcare nu poate fi
linearizata aplicarea principiului superpozitiei duce la rezultate eronste.

14.5. Metoda imaginilor

Desi comoda din punct de vedere matematic analiza migcrii apei in jurul forajelor deschise in
medii infinite au aplicatii limitate. fn marea majoritate a cazurilor, puturile se afld in apropierea unor
limite care pun in contact acviferele cu formatiuni de conductivitate redusd (Figura /4.9 a si b) sau cu
ape de suprafatdl (Figura 14.10 a $i b). Metoda imaginilor pe care o0 prezentdm in acest paragraf este o
aplicatie a principiului superpozitiei pentru determinarea spectrulai hidrodiramic creat de unul sau mai

multe puturi amplasate in apropierea unor asemenea limite.

Figura 14.9: Puf in apropierea unei limite de conductivitate redusd

Conform metodei imaginilor mediul real, limitat de o frontierd lincard este inlocuit cu un mediu
fictiv, de cele mai multe ori cu extindere infinitd. Mediul fictiv este alc8tuit din mediul real i imaginea
sa simetrici fa{d de li;nita de separatic (Figura 14.11). in domeniul imagine se amplaseaza pufuri
simetrice cu cele din domeniul real. in domeniul fictiv alctuit din zonele imaginare i reale limita de

separatie dispare. Caracteristicile pufurilor imagine sunt astfel alese incdt spectrul hidrodinamic in zona

/llllllllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII0l
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reald a mediului fictiv produs de sistemul de puuri (reale §i imaginare) si fie identic cu spectrul produs

de puful real in domeniul real.

Figura 14.10: Puf deschis in vecindtatea unor limite de alimentare

Pentru a clarifica principiul metodei imaginilor vom considera citeva exemple.

c $=
Domelniu
_}i{_ rea 9-7‘: &
T /1\ ®In
|
4 B
T
N =
/T\ Domeniu
) imagine
'D =Y

Figura i4.11: Principiul metodei imaginilor. ( dupa J. Bear,1977)
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1. Puf perfect deschis intr-un acvifer mdrginit de o limitd impermeabild.

Domeniul real este reprezentat de semiplanul (x>0) delimitat de axa Y (limita 45,

impermeabild). La distanta d de accasti limitd se afld un puf care extrage debitul Q) (Figura 14 12),

| by o Put real
’ k]
— O Put imagine
N
< -
-Q
R
TP 7777777777777 7. ///77%_, '

Figura 14.12. Puf in vecinatatea unei limite impermeabile.
Domeniul imagine este reprezentat de semiplanul ( x<0 ) astfel incdt domeniul fictiv este intregul

plan. Pentru a defini caracteristicile pufului imagine vom observa cd in mediul real limita impermcabila

este linie de curent conform condiiei: %'M =0 (Figura 14.13).

:

/777777777777777 7777777 //}’/7’//77/7 7777 I TTITT77777

«———Domenity |mag|ne__—.—r‘--——oomemu real ——— — =

Figura 14.13: Metoda imaginilor pentru un puf deschis in vecindtatea unei limite impermeabile
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Datoritd accstui fapt, deniveldrile vor fi mai mari decat ccle care ar fi fost produse de acclasi put

intr-un mediu infinit. Pujul imagine va trebui deci s mdsoare denivelarea creata de cel real.In

consecinté putul imagine va fi tot un put de extractie, simetric cu puful real §i avind acelagi debit cu
acesta. in spectrul hidrodinamic creat de cele doui puturi linia AB din mediul fictiv este atunci o linie de
cumpdnd, iar denivelarea totald se objine prin insumarea denivelérilor produse de cele doud pufuri

(Figura 14.13 ).

Domeniu
imagine

Domeniu

Figura 14.14: Spectrul hidrodinamic al unui put deschis in vecindtatea unei limite impermeabile( dupa

J. Bear,1977)

Avem atunci pentru un punct situat la distaniele 7 $i 7’ de cele doud pufuri:

g.r Q@ r @ (m)
2, r,2,r 9 143
S= o o By Ty (1437

La distante suficient de mari r'=r §i denivelarea s devine:

P ST (14.38)
AT r,

unde am notat cu 7, raza pufului.
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Se observi cd denivelarea produsi de un put situat in apropierea unei limite impermcabile este
dublul celei produse de un put cu acelagi debit deschis intr-un acvifer infinit. Spectrul hidrodinamic

(Figura i4.14) pune in evidenti linia de cumpénd creratd de sistemul de puturi in lungul liniei 45.

2. Put perfect in vecindtatea unei limite de alimentare.

e Put real
O Put imagine

‘.—~d—«i

TTT7TTTT7T 7T 770777777 7777777 77077 77T 77T 0T

Figura 14.15: Puf in vecinatatea unei limite de alimentare

Ca si in cazul precedent domeniul imagine este planul ( x<0), astfel incat domeniul fictiv devine
intreg planul.

Ca si in domeniul real, in domeniul fictiv limita de alimentare va fi o echipotengiald. Comparativ
cu deniveldrile create intr-un mediu infinit, prezcnta limitei de alimentare conduce la micgorarea
deniveldrilor. Pentru a realiza acest efect de micsorarea denivelarilor in apropierea limitei, putul imagine
va fi un put de alimentare avind acelasi debit Q (Figura 14.16).

Denivelarea totala sc obfine prin suprapunerea deniveldrilor create de cele doud puturi. Avem

atunci:

Q R Q0 R @ T
s R K_E£ " 14.39
e Ry L e (14.39)

unde R este raza de influenid iar r §i 7’ sunt distangele de la cele doud puguri.
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De remarcat c3 denivelarca s tinde la zero pentru r, r’ tinzand la infinit. Aceasta inseamna ci

solutia obtinutd pentru regimul permanent este fizic plauzibilad.
Fie xg §i y=0 coordonatele putului de razi r,,. Scriind relatia (14.39) in coordonate carteziene

obtinem:

_ 0 (x+x°)2 +y2
o) =7 (o 1440

Deoarece xp>>r,, avem x~xp+r, §iputem face atunci urmdtoarea aproximare:

x + xp=2x

X—Xo ~ly (14.41)

Introducdnd aceastd aproximatie in relatia (,14.40) obtinem pentru denivelarea s:

s(x, y) = Z%T |n2rﬁ (14.42)
7N\
// \\
TXPAXAITIIVRYR]  POOOORK X
T -
S 7
\3} 0/

TTTTTT 77T 7777777 7777777 7777777 Y7 7T 7777

<«—Domeniu imagine ——T——Domeniu real —e-

Figura 14.16 Metoda imaginilor pentru un puf deschis in vecindtatea unei limite de alimentare
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Compariand aceastd expresie cu denivelarea creatd de un puf intr-un acvifer cu extindere iniinita
(12.) observdm c@ R=2x, :Daca un put este amplasat in apropierea unei limite de alimcmtare atunci raza
sa dc alimentarc este dublul distanei de la axul putului la limita respectiva.

Prin metoda imaginilor am echivalat spectrul hidrodinamic creat de un puj situat in apropicrea
unei fronticre impermcabile cu spectrul unui dublet ( .1 se compara-relatiile 14.29 si 14 39)

Atdt echipotentialele cét gi liniile de curent sunt date de cercurile lui Apolonius, frenticra de
alimentare fiind o echipotentiald. Evident domeniul real in acest caz fiind semiplanul (x>0) se va pastra

din domeniul fictiv doar spectrul confinut in acest plan (Figura 14.17).

Domeniy imagine Domeniu real

\Bi

r T

Figura 14.17: Spectrul hidrodimamic al unui puf amplasat in vecindtatea unet limite de alimentare (
dupa J. Bear, 1977)
1. Combinafii de frontiere

Mctoda imaginilor poate fi folositd si pentru analiza unor situatii mai complicate. Figura
1-1.18(a,b,c) prezintd cazul unui puf amplasat in sfertul de plan x,y>0 si marginit de combinatii de
fronticre de alimentare i impermeabile . Domeniul fictiv conduce la o serie de puturi de alimentare sau
drenaj in functie de caracterul limitei (alimentare sau impermeabild). Cazul cel mai interesant cstc ccl
din figura 14.18c unde putul de drenaj 4 este delimitat pe axa. Q7 de o limitd de alimentare si pe axa
0.X de o limitd impesmeabili. Domeniul fictiv este intregul plan unde avem o limitd de alimentare in
lungul axei OY, respectiv o limitd impermeabild in lungul axei OX.

Limita impermeabild conduce la un puf imagine de acelasi tip (B) a carei imagine fafd de limita
dc alimentare este un puf de semn contrar (puj de alimentare C). imaginea pufului C fata de limita

impermeabila este tot un put de alimentare D.
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Denivelarea totald se obtine din suprapunerea deniveldrilor individuale. Avem:

S=SA+sa+5c+so=—zfrlﬂ’4‘ng1ﬂ’s+ "
(14.43)
.2
P Tl“’c+2 TlnrD
sau:
I(x a)’ + )z (x- a)2+(y bz]
s= 3 " 2 (14.44)
4"7' [(x+a) (+b) (x+a) + ]
% {
7
o 1 - O . ©)
7 Yo
————— é(m-”mwlmn e e e e
|
|
' [ ]
|

o
o
o

ddsids  Limith mmpermeabith
s Limitd alimentare
@ Puf real
o Put imagine alimentare
° Pui imagine descreare

Figura 14.18: Metoda imaginilor In cazul umor combinatii de fromtiere
(Dupa J Bear 1977)
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4. Puf deschis intr-un acvifer bandd cu extindere infinitd .
Figura 14.19 prezintd un put A de extractie deschis intr-un acvifer marginit de doud limite de
alimentare situate la distanta d, puful fiind la distan{a x, de limita din stdnga.

[0 ) =]

Om
o
o

© Put real

® Pyl imagine alimentare
O Pu{ imagine drena)

Figura 14.19: Metoda imaginilor in cazul unul put deschis intr-un acvifer bandd
(Dupd J. Bear 1977)

Pentru a echilibra denivelarea produsd de pujul 4 asupra nivelelor pe limitele aa’ §i b6’ unde
sarcina piezometrica trebuie s3 rAmana constantd se construiesc doudl pujuri imaginare, de alimentarc B
si C. Daca pujul B compcnscaza denivelarea produsd de A pe limita aa’ el creazi o crestere suplimentard
pe limita b5’ Pentru a compensa acest efect este necesar un puf de extractie situat la aceeasi distanta
(d+xg) de limita bb’ (D). Este ca si cum immaginea limitei aa’ fatd de bd ' ar fi o limita impermeabild cc .

Acelagsi efect il are §i pujul C: el echilibreazi denivelarea produsd de 4 pe limita bb ' dar produce
o cregtere suplimentari de nivel pe aa’. Pentru compensarea acestui aport se introduce pujut de extracfie
D,etc. ‘

in acest fel domeniul real de curgere este inlocuit cu domeniul fictiv, extins la infinit in tot planul
si alcatuit dintr-o alternan{a de benzi separate succesiv de limite de alimentare §i drenaj.

Efectul pujului in acviferul bandi este echivalent cu un gir infinit de dublete astfel incdt

denivelarea totald este:

0 & (x—x(,—2nd)2 +y?
4aT T (x—xo + 2nd)2 +y?

5= (14.45)
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